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1. Multimi si elemente de logicá matematicá 
1.1 Multimea numerelor reale 
1.1.1 Numere reale 

1) Mulțimea numerelor naturale: N = (0, 1, 2,-.:,). 
2) Mulțimea numerelor întregi: Z = (^, —2, 1,0, 1, 2,---,). 
3) Mulțimea numerelor rationale: Q = {= |[т,пє 2,п + 0). 
4) Mulțimea numerelor iraționale, formată din numerele 
reprezentate de o fractie zecimală, infinită, neperiodică şi pe care o 
notăm R — 9. 
5) Mulțimea numerelor reale: В = QU (R — Q). 


Evident au loc relaţiile: 
a) NcZcQcR b R-QcR с) Qn(R-Q)-4. 
m 
6) O fractie ordinará m este ireductibilá dacă c.m.m.d.c. (m, n) = 
= 1. 
Е | 2 7 3 
mple: 2, —,-. 
хере S. B. 
7) O fractie ordinará m este reductibilă dacă există cel puțin un 
număr prim prin care fractia se poate simplifica. 
2 1 5 1 12 3 
Exemple: - = =, — = 5, — = -. 
6 3 10 2 16 4 in 
8)  Fractille ordinare care reprezintă numărul rational z Se 


. " m м т 
transformá їп fractie zecimalá dupá formula: z 74821037. 
1 И А uf SE ды PR zi 
Exemple: 3 =0, (3) - fractie zecimală periodică simplă 


d» =0,41(6) - fractie zecimală periodică mixtă. 


1.1.2 Operatii algebrice cu numere reale 


Operaţiile algebrice pe mulţimea numerelor reale sunt: adu- 
narea şi înmulţirea. Ele se definesc ca extensii ale operaţiilor 
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de adunare si inmultire din multimea numerelor rationale. 
a) Proprietăţile adunării 


1) Asociativitatea: (x + y) + z = x + (y + z) (Vi y,z€ В; 
2) Comutativitatea: x + y = y + x (v)x,y € R; 
3) Element neutru 0: x + 0 = 0 + x 2x(V)x € R; 
4) Element opus: : x + (—x) = (—x) + x (V)x € R; numărul - x 
se numeste opusul lui x. 
b) Proprietăţile inmultirii 


1) Asociativitatea: (xy)z = x(yz) (V)x,y,z € В; 
2) Comutativitatea: xy — yx (V)x, y € R; 
3) Element neutru 1: x: 1 2 1: x = х (У)х ЄВ; 


1 
4) Element inversabil : x* z5% n 1 (Y)xER, х=0; 
1 
numărul PL numeste inversul lui x. 


c) Proprietate de legáturá intre inmultire si adunare 


1) Distributivitatea inmultirii fatá de adunare: 
x(y + z) = ху + xz (У)х, y,z € К. 
Observaţie. Ca operaţii derivate ale adunării si inmultirii se 
pot defini operaţiile de scădere si împărțire. 
a х-у = x + (~y), (Y)x,y ER; 
b) ху=х'5,у#0. 
1.1.3 Calcule cu numere reale reprezentate prin litere 
a) Formule de calcul prescurtat 
1) (a + b? = a? + 2ab + b?; 
2) (a — b)? = a? - 2ab + b?; 
3) a? — b? = (a + b)(a — b); 
4) (a + b)? = a? + 3a?b + Зар? + Ь?; 
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5) (a — b = a? — 3a?b + 3ab? — b?; 
6) (a + b + с)? = a? + b? + c? + 2ab + 2ac + 2bc; 
7) (a— b + c) = a? + b? + c? — 2ab + 2ac — 2bc; 
8) a? + b? = (a + b)(a? — ab + b?); 
9) a? — b? = (a — b)(a? + ab + b?); 
10) a" — b” = (a — Б)(а" + a"7?b + -+ ab"? + pn71), 
n>2,n€EN; 
11) a? + b^ = (а + Б)(а"— – an-2p + ---— apn-2 + pn-t), 
n22,n€N,impar. 
b) Alte formule algebrice utile 
1) a? + b? = (a + b)? — 2ab; 
2) a? + b? = (a + b)? —3ab(a + b); 
3) at + bt = (a? + b?)? — 2aà?b? = [(a + b? – 2ab]? — 
—2a2b?; 
4) а5 + b?” = (a + b)(a* — a3b + a?b? — ab? + b^); 
5) aĉ + bê = (a? + b?)? — 3a? b? (a? + b?); 
6) a? + b? + c? = (a +b + c)? — 2ab — 2ac — 2bc; 
7. a? +2 c c? - ab- ac – bc = 
[Ca — b)? + (b — c)? + CE 
8) a +b?+c?-—3abc = (a+b + c)(a? +b? + c? – ар — 
1 
—ac — bc) -g(* b + c)[(a — b)? + (b — с)? + (c — ay?]. 
9) (a +b + c) — a? — b? — c? = 3(a + b)(b + c)(c + a). 


корю 


с) Proprietátile puterilor cu exponent intreg 


1) qm > а" = ат+п. 

2) а": а" = а""%а + 0; 
3) (am = ат"; 

4) (ab) = а": pm: 


Aplicatii 


1. Să se arate cá dacă a, b € R, astfel încât a + b = 1, atunci: 
a) a? + b? = 1 — 2ab b) a? + b? = 1 — Зар. 
Solutie: Se aplică formulele 1) si 2) de la 1.1.3 b). 


2. Să se arate cá dacă a,b,c € R, astfel încât a + b +c = 0, 
atunci: a? + b? + c? = 3abc. 
Solutie: Se aplicá formula 8) de la 1.1.3 b). 


3. Sá se descompună în factori: 
a?(b — c) + b?(c — a) + c?(a — b). 
Soluţie: a?(b — с) + b?(c — а) + c?(a — b) = a2b — aà?c + 
+b2c — b?a + c?a — c?b = ab(a — b) — c(a? — b?) + 
+c2(a — b) = (a — b)(ab — ac — bc + c?) = (a — b)(b — 
—c)(a — c). 


1.1.4 Ordonarea numerelor reale 


Introducem pe R relaţiile < respectiv < astfel: 
a) x < y dacă y — x > 0; 
b) x < y dacă y — x > 0. 


a) Proprietatea de trihotomie. Oricare ar fi x,y Є R este 
adevărată una şi numai una din relațiile x < у, х = y,x > y. 


b) Proprietățile relației < : 
1) x < х, (У)х E R (reflexivitate); 
2) x < y, y < x >x = y (antisimetrie); 
3) x < y, y < Z =x < 7 (tranzitivitate). 

Relația <, este reflexivá, antisimetricá si tranzitivá si deci este 
o relatie de ordine pe multimea R. 

Relatia « este tranzitivá, dar nu este reflexivá si antisimetricá 
Si deci nu este relatie de ordine pe multimea R. 

с) Relatia < este o relatie de ordine totalá pe К, deoarece 
(v)x, y € R avem x € y sau y € x. 
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d) Proprietăţi de legătură ale relaţiei < си operaţiile de 
adunare şi înmulţire: 
1) x<y,zEeR>x+zsy+z; 
2xzyzsztox-ctztzyct 
3) x < y,z > 0 эхх < yZ; 
4) x < y,z < 0 >XxXZ > у; 
5) x <y,z <t, x > 0,у > 0,z > 0, > 0, implică > xz < yt. 


Aplicații 
1. Să se compare numerele: а = 2% şi b = 933, 


Solutie: a = 2% = (211)? = 20489; b = 933 = 366 > 
> 363 = 2187?. Atunci а = 2048? < 2187? = b. Deci a < b. 


2. Fiind dat a € R, să se compare numerele: Za si a + 1. 
Soluție: 2@<а+1©а<1512а>а+1©а> 1. 
Deci, даса a < 1, ordinea este 2a, a + 1, iar даса а > 1, ordinea 
este a + 1, 2a. 


1.1.5 Modulul unui numár real 


Definiţie. Valoarea absolută sau modulul unui număr real x 
x, dacăx > 0 


defineşte astfel: |x| = 5 А 
se defineste astfel: |х| С 


Proprietăţi: 

1) |x| > 0,(WxeR; 

2) |1 =0 x= 0; 

3) |—х| = |х|, x € R; 

4) |ху| = Ixl: Iyl, Cx, y € В; 

5) || == xy ER,y 0; 

6) |lxl = ІУ € Ix + yl < |х| + Iyl, х,у € В; 
0, dacáa- 0 

+a, dacáa > 0’ 


7) х|=а‹әх= | 
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8 x| «aa» 0c -а<х<а; 
9) |x| >a,a > 0 х < -а sau x >а. 
Aplicații 

1. Rezolvati în R ecuațiile: 
a) |х+2|=6 b) |x — Ix * 1I| 7 1. 

Solutie. a) |x + 2| 266 x + 2 = t6ex-4saux = —8. 
b) |x- lx+1l|=16&x-lix+1]=+16&l|x+1]=x-—1şi 
[х+1|=х+1. 
1) Dacă x € —1, ecuaţiile devin: Cx -1—x-1si-x—-1- 
= x + 1 cu soluţiile x = 0 si x = —1, corectă fiind doar —1. 
2) Dacă x > —1, ecuaţiile devin: x - 1— x -1sixct1-x- 
+1. Prima ecuaţie nu are soluţie, iar a doua ecuaţie are soluție 
orice x > —1. 


1.1.6. Aproximări, trunchieri, rotunjiri 


1) Fiind dat numărul real pozitiv x = a, ауаз... а, * atunci: 
a) aproximatia prin lipsă de ordinul n a lui x este: 
ху = 0,0403 ... аһ 
b) aproximatia prin adaos de ordinul n a lui x este: 
Xn = 4, Q142... An T 107". 


2) Fiind dat numărul real negativ x = —a,04a5.. An + 
atunci: 
а) aproximatia prin lipsă de ordinul n a lui x este: 

X, = —8,0405.. аһ — 107" 
b) aproximatia prin adaos de ordinul n a lui x este: 
X, = —0, 0103... da. 

3) Fiind dat numărul real x = a, ааз... Aan `` atunci 
trunchierea de ordinul n a lui x este xn = а, ала... An- 

4) Fiind dat numărul real x = a, a1đ2... AnAn+1ı *: atunci 


rotunjirea lui x la a n-a zecimală se calculează astfel: 


8 


a) Dacă a444 € (0,1,2,3,4), atunci x, = а, ааз... as. 
b) Dacă a444 € (5,6,7,8,9], atunci x, = а, аа»... аъ + 107". 


Aplicatii 
1) Scrieţi pentru a = V3 şi b = —V3 : 


a) aproximatiile zecimale de ordinul 2; 
b) trunchierile de ordinul 3; 
c) rotunjirile la a 4-a zecimală. 
Solutie. V3 = 1,7320508 -. şi —V3 = —1,7320508.-... 
a) a; = 1,73,a; = 1,74 şi b; = —1,74, b; = —1,73. 
b) a, = 1,732 şi b; = —1,732. 
с) а= 1,7321 şi b; = —1,7321. 


1.1.7 Partea intreagá si partea fractionará a 
unui numár real 


Axioma lui Arhimede. Pentru orice numár real x, existá si 
este unic numărul întreg n astfel încât x € [n,n + 1). 


Definiţie. Fiind dat numărul real x, numim partea întreagă a 
lui x şi o notăm cu [x], cel mai mare număr întreg, care este mai 
mic sau egal cu x. 


Definiţie. Fiind dat numărul real x, numim partea fractionará 
a lui x si o notăm cu {x}, diferența dintre numărul x si partea lui 
întreagă (x — (x)). 

Exemple.[1,7] = 1,[—2,3] = —3; (5,2) = 0,2,(—3,1) = 0,9. 


Aplicații 


1. Să se calculeze: | /nn t1) ] si ( An (n + 1) ). 


Solutie. Se arată cá: 
n <yn(n +1) <n+1> [na + 1) =n. 
(nn + 1) } = Jn(n + 1)- | /n(m + 1)] = үп т + 1)-n. 
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2. Fie x, y € R. Sá se demonstreze cá: 
{х}={у}©х-ує7. 
Solutie: x = [x] + (xy = I] + у} >x- y = 
= [x] - [y] + {x} — {y}. Evident: {x} = (y) S x у E Z. 


1.1.8 Operații cu intervale de numere reale 


Fiind date numerele a, b € В, а < b, definim următoarele 
submultimi ale lui R pe care le numim intervale: 


1) [a,b] = {x ER |a < x < bj - interval închis în a si b 
2) (a,b) = {x ER |a < x < b) - interval deschis în a şi b 
3) [a,b) = {x € R|a € x < bj - interval închis în a, deschis în b 
4) (a,b] = (x E R|a < x € b] - interval deschis în a, închis în b 
5) [a, œ) = {x E R | x > a} - interval închis la stânga în a si 
nemărginit la dreapta 
6) (а, о) = {x E R | x > a} - interval deschis la stânga în a si 
nemărginit la dreapta 
8) (—%, b] = (x € R| х < b} - interval nemărginit la stânga si 
închis la dreapta în b 
9) (—œ,b) = (x E R |x < b} - interval nemărginit la stânga şi 
deschis la dreapta în b. 

Орега{Ше cu intervale se definesc la fel ca operațiile cu 
mulțimi. 

Distanța euclidiană dintre numerele reale a $1 b se defineşte 
ca fiind numărul d(a,b) = |a — b|. 


Aplicații 


1. Scrieți sub formă de intervale următoarele mulțimi: 
a) (x eR|x x 3) b) (x eR|1«x«5). 
Solutie. a) (x € R |x € 3} = (—%, 3]. 
bíxeR|1«x«5)- (1,5). 


2. Să se determine mulțimea: 
(x eR|d(x,3)< 5). 
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Solutie. 4(х,3)<5©]|х—-3|<5©—5<х-3<5© 
«> — 2 < x < 8. Atunci: (x € R | d(x,3) < 5} = (—2,8). 


1.1.9 Inegalitáti 


Pentru a demonstra inegalităţi, ne bazám pe proprietăţile 
relatiei de ordine pe multimea R. Se folosesc transformárile 
echivalente si se obtine o sumá de pátrate mai mare sau egalá cu 
Zero. 


a) Inegalitáti ce pot fi folosite in cadrul demonstrárii altor 
inegalităţi. 
1) Dacă a,b € R, atunci avem: a? + b? > 2ab. 
Solutie. a? + b? > 2ab & (a — b)? > 0. 
2) Dacă a, b € R,, atunci avem: а + b > 2vab. 
2 
Solutie. a + b > 2vab e(va- vb) > 0. 


ab a+b 
3) Dacă a, b € R,, atunci avem: —— < ——. 
á mor a+b 4 
a 
Solutie. —— < —— o (a + b} > 4ab © (a — b)? > 0. 
’ a+b 4 
4) D bER,,at 2 zc "hg = 
аса а, : em ps avem: Tip 5 p 
Solutie. — < — atr? (а +b)? > 4ab & (a — Б)? > 0. 


a+b 


а?2+52 a+b 
A 
a+b 2 


5) Dacă a, b € R,, atunci avem: 


a?-b? _ a+b 
Solutie. 2—— e2(d +b’) > (a+b? © 
1 a+b 2 
= (a — b)? > 0. 

6) Dacă a, b € R4, atunci atb <2(2+2) 

аса а, ‚ atunci avem: <-{- + = |. 
T a2+b2 ^ 2 
a 1 С z) a+b a+b 
ы ос i Е 
a2+b2 ^ 2 a?-b?" 2ab 


Solutie. = 


a b 
11 


€» а? + b? > 2ab e (a — b)? > 0. 
" ; a b 
7) Dacă a, b € Кү, atunci avem: pta 
. a b 2 2 2 
Solutie. 7+7 22a +? > 2ab o (a — Б)? > 0. 


8) Dacă a,b,c € В, atunci avem: a? + b? + c? > ab + bc + ca. 
Solutie. a? + b? + c? > ab + bc + са e 

< 2a? + 2b? + 2c? > 2ab + 2bc + 2ca = 

< (а — b)? + (р – с)? + (с-а)? > 0. 


9) Dacă a,b,c € R, atunci avem: a + b + c > 3Vabc. 
Solutie. Se foloseste identitatea 8) de la 1.1.3 b) : 


1 
a? + b? + с? – 3abc = z (a * b + c)[(a – b)? + (b - с)? + 


(c — a)?]2 a? + b? + c? – 3abc > 0 a? + b? + c? > 3abc. 
Se înlocuieşte a? cu a, b? cu b si c? cu c si se obţine inegalitatea 
dorită. 


10. Dacă a,b,x,y € R, atunci avem: 
(a? + Ь?)(х? + y?) > (ax + by)?. 
(Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski) 
Solutie. Dupá efectuarea calculelor se obtine (ay — bx)? > 
> 0. 


11. Dacă a,b,x,y Є R, atunci avem: 
Уа? + b2 x? + у? > /(а + х)? + (b yy. 
(Inegalitatea lui Minkovski) 
Solutie. Dupá ridicarea la pátrat se obtine inegalitatea: 
\/ (a? + b2)(x? + у?) > ax + by. 
a) Dacă ax + by < 0, inegalitatea este evident adevărată. 
b) Dacă ax + by > 0, ridicând la pătrat ambii membri ai 
inegalitátii obtinem: (ay — bx)? > 0. 
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Aplicatii 


1. Sá se arate că oricare ar fi a, b,c € К avem: 
ab bc ca a+b+c 


a+b btc cta 2 
Solutie. Se aplicá inegalitatea 3) si obtinem: 
ab a+b bc b+c ca cta Е 
< —, — < ——, —— < ——, Se adună membru cu 
a+b 4 b+c 4 с+а 4 
membru cele trei inegalităţi. 


2. Să se arate că oricare ar fi a, b, c € RY avem: 
a2b? + b?c? + c?a? > abc(a+b+c). 
Solutie. Se aplică inegalitatea 8) pentru numerele reale 
ab, bc, ca şi se obţine: a2b? + b?c? + с2а? > ab?c«abc? + 
+a?bc = abc(a + b + с). 


3. Să se arate cá dacă a,b>0,a+b = 1,atunci sunt 
adevărate următoarele inegalităţi: 


1 
а) ab < " b) 2(a? + b?) 2 a? + b?. 


1 
Solutie. а)1=а+Ь > 2vyab>ab <7- 
b) 2(a? + b?) > a? + b? = 2(а + b)? — 6ab(a + b) > 
1 
> (a +b)? — 2ab © 2 — 6ab 2 1—2ab ab < 7. 


4. Să se arate cá dacă a,b,c € R, a + b + c = 0, atunci sunt 
adevărate următoarele inegalităţi: 
a) a2 > 4bc b) ab+bc+ca<0. 
Soluţie. a) a? 2 4bc © (—Ь— c)? > Abc < 
eb? tc? + 2Ьс > Abc e(b- с)? > 0. 
b) ab - bc + ca € 0 > ab + bc са < (a +b + с)? e 
ба? +b? tc? +аһ + bctcaz 0e 
e 2a? + 2b? + 2c? + 2ab + 2bc + 2ca > 0 = 
€ (a + b), + (b - c)? + (c - a) > 0. 
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1.2 Elemente de logicá matematicá 
1.2.1 Propozitie, predicat, cuantificatori 


1) Numim propozitie un enunt care este fie adevárat fie fals. 
Notám propoziţiile cu: р, 9,7, :--. 

Dacá o propozitie este adeváratá spunem cá are valoarea de 
adevăr 1 si notăm v(p) = 1, iar dacă propoziţia este falsă are 
valoarea de adevăr 0 şi notăm v(p) = 0. 

Exemple. 

a) „2+3=5” este o propoziţie adevărată. 
b) „10 este număr impar” este o propoziţie falsă. 

2) Fiind dată propoziţia p, numim negația propoziției p, 
propoziţia notată —p şi care este adevărată atunci când p este falsă 
şi falsă atunci când p este adevărată. 

Exemple. 

a) Fiind dată propoziţia p:,,11 este număr prim", avem cá p 
este adevărată şi atunci propoziția —p este falsă. 

b) Fiind dată propoziţia p:,,3 divide pe 7”, avem cá p este falsă 
şi atunci propoziţia ~p este adevărată. 

3) Fiind date propozițiile p si q, numim conjunctia 
propoziţiilor p si q, propoziţia notată pAq, care este adevărată 
atunci când р şi q sunt adevărate 51 falsă când cel puţin una din 
propoziţii este falsă. 

Exemple. 

a) Fiind date propoziţiile: p:,,22 este număr par” şi q:,,8>5” 
avem cá p si q sunt adevărate şi atunci propoziţia p^q este 
adevărată. 

b) Fiind date propoziţiile: p:,1+2+3>2+3+4 s 
9: ,, Medianele unui triunghi sunt concurente” , avem cá p este 
falsă si q este adevărată şi atunci propoziția p^q este falsă. 

4) Fiind date propoziţiile p si q, numim disjunctia 
propozitillor p si q, propoziţia notată руд, care este adevărată 
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atunci cánd cel putin una din propozitiile p si q este adeváratá si 
falsá cánd propozitiile p si q sunt false. 

Exemple. 

a) Fiind date propoziţiile: p:,,1 = 5" şi q:,12» 3" avem cá p 
este falsá si q este adeváratá si atunci propozitia pvq este 
adevărată. 

b) Fiind date propoziţiile: p: „1 + 2 = 5" şi q:,,12 divide pe 50” 
avem că p şi q sunt false şi atunci propoziţia pvq este falsă. 

5) Fiind date propozițiile p si q, numim implicatia 
propoziţiilor p si q, propoziţia notată p > q (p implică q), care 
este falsá atunci si numai atunci cánd p este adeváratá si q este 
falsá. 

Exemplu. Fiind date propoziţiile: p:,,5 = 5" şi q:,15« 5" 
avem cá p este adevărată si q este falsă si atunci propoziţia p > q 
este falsá. 

6) Fiind date propoziţiile p si q, numim echivalenta 
propozitiilor р si q, propoziţia notată p © q (p echivalent cu q), 
care este adevărată atunci $1 numai atunci când ambele propoziții 
sunt adevărate sau ambele propoziţii sunt false. 

Exemplu. Fiind date propoziţiile: p:,,3 > 5" şi  q:,,6 este 
număr prim" avem cá p şi q sunt false şi atunci propoziţia p ө q 
este adevărată. 

7) Numim predicat un enunț care depinde de una sau mai 
multe variabile şi care pentru orice grupă de valori admisibile date 
variabilelor se transformă în propoziţie adevărată sau falsă. 

Predicatele care depind de o variabilă se numesc predicate 
unare, cele care depind de două variabile se numesc predicate 
binare, etc. 

Exemplu. „P(x): 3x — 6 = 0", unde x € N este un predicat 
unar. Pentru x = 2 se transformă în propoziţie adevărată, iar 
pentru x + 2 se transformă în propoziție falsă. 

8) Fiind dat un predicat unar P(x), unde x € A, atunci 
propoziţia „există cel puţin o valoare x € A pentru care P(x) este 
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о propoziție adevărată” se numeşte propoziţie existenţială 
asociată predicatului P (x) şi se notează (3)xP(x). 

Exemplu. Propoziția: (3)x(x? — 3x + 2 = 0), unde x E€ N 
este adevărată, deoarece x = 1 verifică ecuaţia x? — 3x + 2 = 0. 

9) Fiind dat un predicat unar P(x), unde х Є A, atunci 
propoziţia „oricare ar fi x € A, P(x) este o propoziţie adevărată” 
se numește propoziţie universală asociată predicatului P(x) şi se 
notează (v)xP(x). 

Exemplu. Propoziția: (V)x(x? —x +2 = 0), unde x €Z 
este falsă, deoarece x = 1 € Z nu verifică ecuaţia x? — x + 2 = 0. 


1.2.2 Multimi. Corelarea elementelor de logică 
matematică cu operațiile si relaţiile cu mulțimi 


a) Noţiunea de mulțime 


1. Noțiunea de mulțime nu se definește, fiind o noțiune 
primară. 

Exemplu. A = (1,2, 3) este o mulţime notată cu A. 

2. Dacă A este o mulţime şi x un element al mulțimii A, atunci 
enunţul „x € A" este un predicat unar. 

Dacă a este un element dat al mulţimii A, atunci „a € A" este 
o propoziţie şi avem: —(a € А) = ag. 

3. Fiind date două mulțimi A şi B şi dacă orice element al lui 
A este şi element al lui B, spunem că A este inclusă în B şi notăm: 
AcB «e (vx)xeAoxe€ В). 

Exemplu. Dacă A = (1) si В = (1,3), atunci ACB. 


4. Fiind date două mulțimi A si B, spunem că ele sunt egale si 
notăm A = B (ACB A BCA), dacă au aceleaşi elemente. 

Exemplu. Dacă A = (1,2,3) şi B = (1,2, 3), atunci А = B. 

5. Mulțimea care nu are nici un element se numeşte mulțimea 
vidă şi se notează @. 
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b) Operatii си multimi 


l. Intersectia a douá multimi A si B reprezintá multimea 
elementelor care aparțin atât lui A cát si lui B. Se notează A N B si 
este definită de predicatul x € A ^ x € B. 

Exemplu. Dacă А={1,2,3} şi B = {1,2,3,4,5}, atunci 
ANB = {1,2,3}. 

2. Reuniunea a două mulțimi A si B reprezintă mulțimea 
elementelor care aparțin cel puțin uneia dintre mulțimile A sau B. 
Se notează A U B si este definită de predicatul x € A v x € B. 

Exemplu. Dacă А = {1,3} si B = {1,2,3,4,5,6}, atunci 
AUB = (1,2,3,4,5,6). 

3. Diferenţa а două mulţimi A si B reprezintă mulțimea 
elementelor care aparțin mulțimii A şi nu aparțin mulțimii B. Se 
notează A — B şi este definită de predicatul x € A^ xeB. 

Exemplu. Dacă A = (1,3,5,9,10) si B = (1,2,3,4,5), atunci 
A — B = (9,10). 

4. Fiind datá multimea E si submultimea A c E, numim 
complementara mulțimii А în raport cu Е mulțimea elementelor 
care aparțin mulțimii E şi nu aparțin mulțimii A. Se notează se 
notează CA = E — A şi este definită de predicatul x € E ^A xA. 

Exemplu. Dacă E= (1,3,5,7,9,11) şi В = {1,3,5}, atunci 
СЕА = {7,9,11}. 

5. Fiind date mulțimile A si B, numim produs cartezian al 
mulțimilor А si B şi notăm cu A х B mulțimea tuturor perechilor 
ordonate (a, b) unde a € Asi b € B. 

Exemplu. Dacă A = (0,1) si В = (2,3), atunci: 

A x B = {(0, 2), (0, 3), (1,2), (1, 3). 


c) Proprietăți ale mulțimilor 


1) АПВ = В N A - comutativitatea intersecţiei 
2) AU B = B U A -comutativitatea reuniunii 
3) (Ап В) п С = Ап (B п C) - asociativitatea intersecţiei 
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4) (АОВ) О С = AU (BU C) - asociativitatea reuniunii 
5) AU (B N C) = (A U B) N (AU C) – distributivitatea 
reuniunii față de intersecție 
6) AN (B U C) = (An B) (А п C) - distributivitatea 
intersecţiei față de reuniune 
7) Cg(AU В) = (СА) N (СЕВ) 
Cg(A N B) = (CgA) U (СЕВ) - legile lui De Morgan. 
8. Ах (ВО С) = (Ax B)U(AxC) 
Ах (В п С) = (Ax B) n (Ax С). 


Aplicatii 


1. Demonstrati egalitátile: 
a AUA=A b) (A-B)-C-A-(BUC) 
Soluţie. a) xE AUAOSxE AşixE AO xeA. 
b xe (A-B)-C& xe (A-B)şixgCoxEe Aşi 
xeBşix gCOxEAşixe (ВОС) хє A-(BuC). 


2. Determinati x € N, astfel încât să aibă loc egalitatea: 
(x, 2, 3,7) = {1,2,х + 2,7). 
Soluţie. Trebuie ca x = 13i x + 2 = 3, adică x = 1. 


1.3 Condiţii necesare, condiţii suficiente 


În matematică, teorema reprezintă o propoziţie adevărată care 
stabileşte că un anume obiect matematic are o anume proprietate. 

Orice teoremă trebuie demonstrată, folosind fie axiomele 
cunoscute, fie alte teoreme cunoscute. 

Exemplu. În orice triunghi medianele sunt concurente. 

Forma generală a unei teoreme este: Р(х}, x2,:::, x4) 
=> Q(x X2," , Xn), unde P(z1,x2, x4), QGu X2, 7, Xn) sunt 
predicate n-are. Predicatul P(x,,x;,:-,x4) se numeşte ipoteza 
teoremei, iar predicatul Q(x4,x5,:*,x4) se numeşte concluzia 
teoremei. Spunem că P(x,x5,:*, Xn) este o condiţie suficientă 
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pentru Q(x,, x2,*:,x4), iar QC, x2,*s, x4) este o condiţie 
necesară pentru P(x1,x», **: , Xn). 

Exemplu. Dacá x = y, atunci x? = y?, unde x, y ЄК. 
P(x,y):,,x = y" este ipoteza teoremei, iar Q(x,y):,,x2 = y 
este concluzia teoremei. 

Fiind dată teorema: P(xj,x5,:-,x4) => Q(x X2, Xn), 
dacă propoziția QQu,xo,::,x4,) = Р(хү,х),>,х) este 
adeváratá, atunci ea se numeste teoremá reciprocá, iar 
P (24, X2, , Xn) => ОО, X2, , Xn) se numeşte teoremă directă. 
În acest caz scriem P (x4, xz, x4) = Q(x x2, , Xn) si citim 
P (24, X2, *** , X4) este echivalent cu Q(x1, x2, *-: , x4). 

Exemplu. x = y © x? = yř, unde x,y € R. 


2n 


1.4 Tipuri de rationamente logice 
a) Metoda reducerii la absurd 


Fiind dată propoziția p  q, numim contrara acestei 
propoziţii, propoziţia ap > Aq. 

Deoarece formula p > q © Aq > —p este o tautologie ( este 
adevărată indiferent de valorile de adevăr ale lui p si q), rezultă cá 
teorema directă p  q este echivalentă cu teorema contrară а 
reciprocei aq > —p. 

Metoda reducerii la absurd constă în înlocuirea demonstrării 
teoremei directe cu demonstrarea contrarei reciprocei. 


b) Metoda inducției matematice 


Inductia reprezintă metoda de raționament prin care din 
propoziţii particulare se obţine o propoziţie generală. 

Exemplu. Din propoziţiile particulare adevărate: 2 = 1 · 2, 
2+4=2:3,2+4+6=3:4,2+4+6+8 = 4:5 formulăm 
propoziţia generală: „2 +4 +6 + -- + 2n = n(n + 1)”, care se 
poate demonstra cá este adeváratá. 
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Dacă propoziţia generală are o infinitate de cazuri particulare, 
atunci demonstraţia se face prin metoda inducției matematice, 
care are la bază următorul principiu, numit principiul inducției 
matematice: 

Fie P(n), unde n € N o propoziţie. Dacă: 

a) Р(0) este adevărată şi 

b) presupunând că P(n) este adevărată pentru n = k € N, rezultă 
că este adevărată şi pentru n = k + 1, atunci P(n) este adevărată 
pentru orice număr n E N. 


Metoda inducției matematice. 

Pentru a demonstra că o propoziţie P(n) este adevărată pentru 
orice n € N,n > n, se parcurg două etape: 
a) etapa verificării: se verifică, că P(ng) este adevărată; 
b) etapa demonstraţiei: se arată că dacă P(n), n € N,n > n, este 
adevărată, atunci şi P(n + 1) este adevărată. 


Aplicaţii 
1. Să se demonstreze prin inducție matematică egalitatea: 
12 + 32 + 52 +-+ (2n — 1)? з ОВАА 
Solutie. Notám: 3 
Pin 12 +32 +52 +-+ (2п— 1)? = п(4п? – 1) 


3 
1(4-12-—1 
a) P(1): 12 = = sau P(1):1 = 1 adevárat. 


b) Vom demonstra cá P (n) = P(n + 1). 
(n + 1)(41? + 8n + 3) 


Р(п + 1):12 +32 +-+ (21 + 1)? = 
Adunám la ambii membri ai lui P(n) expresia (2n + 1)?: 
n(4n? — 1) 


3 + (2n + 1)2. 


1? +32 +- + (2п + 1)2 = 


Ме rámáne sá demonstrám cá: 
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n(4n? — 1) (n + 1)(4п2 + 8n +3) 


+ (2п + 1)? = 3 ; 


Verificare se face prin calcul direct. 


2. Să se verifice prin inducție matematică inegalitatea: 
2®">п?—1,п > 2. 

Solutie. Notám P(n): 2" > n? — 1. 
a) P(2): 2? > 2? — 1, care este evident adeváratá. 
b) Vom demonstra cá P(n) = P(n + 1). 
P(n + 1): 271 > (n + 1)? — 1 sau P(n + 1): 2"+1 > n2 + 2n. 
Ínmultim ambii membri ai lui P(n) cu 2 si obţinem: 

2:2* > 2(n2 — 1) e 2"! > 2n2 — 2. 

Ne rámáne sá demonstrám cá: 

2n2 — 2 > n? + 2п (У)п > 2 оп? > 2п + 2(V)n 22 
care este evident. 


3. Sá se arate cá pentru orice n € N — {0} avem: 
52n*1.75n$2 + 3n+2 . 221*1 se divide cu 19. 
Solutie. Notăm d, = 52"+1. 2"+2 + 3n*2. 22n*1 şi 
P(n): d, se divide cu 19. 
a) P(1): d, se divide cu 19 sau P(1): 1216 se divide cu 19, ceea 
ce este adevárat. 
b) Vom demonstra cá P(n) = P(n + 1). 
— 52п+3 К 2nt3 + 3nt3 = 22п+3 = 52 A 52n+1 .2. 2n+2 + 


dai 
+3"+3 5 22п+3 = 50: 52n*1 A 2п+2 .3"+3 : 22п+3 S 


= 50(52"+1 : 2п+2 + 3n+2 : 22п+1 Е 3п+2 : 22n*1) + 
+3n+3 2 22п+3 = 50(4 a 3n+2 3 22n*1) + 3"+3 » 22п+3 = 
n 
= 50d, — 3"+2 · 22"+1(50 — 3. 22) = 50а, — 3”+? · 22"+1.38 
care se divide cu 19, deoarece d, si 38 se divid cu 19. 
c) Probleme de numárare 


Fiind datá multimea A finitá, numim cardinalul multimii A si 
notám cu А numárul de elemente al multimii A. 
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Exemple. _ 
a) Dacă A = (1,2,3,4), atunci А = 4. Н 
b) Dacă A = (6, 12, 20,30, --., 72), atunci A = 7. 


Proprietáti. Dacá A si B sunt multimi finite, atunci: 
a AxB=A:B; 


b АОВ=А+В-АПВ; 
с) AUBUC- A- Bo C-AnB-AnC-BnC« 
-xAnBnC; 
d A-B-A-AnRnB; 
e) A = n > P(A) = 2". 
Aplicații 


1. Fie mulțimea: A = (1,2,:::, 100). Sá se determine câte 
numere din mulțime sunt divizibile cu 3. 
Solutie. Numerele divizibile cu 3 sunt 3, 6, ---, 99 si sunt în 


100 
total = 33. 
3 


2. Într-o sală sunt 5 băieţi si 6 fete. Fiecare băiat dansează cu 
fiecare fată. Stabiliti câte perechi băiat-fată au dansat. 

Solutie. Notám cu A mulțimea băieţilor şi cu B mulţimea 
fetelor. Atunci A x B = А: В = 5:6 = 30. 
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2. Functii definite pe multimea numerelor 
naturale(sir) 
2.1 Siruri 


Definitie. Fiind datá o multime oarecare A, numim sir de 
elemente din multimea A o functie f: N* A. 

Dacă A CR , atunci şirul se numește sir de numere reale. 

Мойт f (n) = а,, iar şirul de numere reale cu (an)nz1- 

Definiţie. Şirul de numere reale (а) „> este strict crescător 
dacă a, < aus (V)n € №. 

Exemplu. Fie (a, uz аһ = Зп + 7. Atunci: 
an+1 = 3(n + 1) +7 = Зп + 105 3n +7 = а». 

Definiţie. Sirul de numere reale (а) „>: este strict descres- 
cător dacă a, > a444,(V)n € №. 

Exemplu. Fie (а„һ)л>»1, ал = —n + 1. Atunci: 
ал+ = —(n+1)+1=—n<—n+1=a. 

Definiţie. Şirul de numere reale (а) „>: este monoton cres- 
cător dacă an < a444,(V)n € №. 

Definiţie. Şirul de numere reale (a,)„=+ este monoton des- 
crescător dacă an 2 an+1,(Y)n € №. 

Definiţie. Şirul de numere reale (а) „>: este mărginit dacă 
există un număr pozitiv M, astfel încât |a„| € M, (v)n € N". 


n n 
Exemplu. Fie (a „ар = ——. Atunci a, = —— < 1. 
p ( n)nz1 n n+1 n n+1 


2.2 Progresii aritmetice 
2.2.1 Noțiunea de progresie aritmetică 


Definiție. Un sir (an)n>1 de numere reale se numeşte 
progresie aritmetică, dacă există un număr real r, numit ratie, 
astfel încât fiecare termen, începând cu al doilea se obține din 
precedentul adunând r (ар = ay, + т, (V)k, k > 2). 

Folosind formula din definiție rezultă relația: 
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ак — ару = т,СУ)К,К 2 2. 
О progresie aritmeticá este bine determinatá de primul termen 
al sáu a4 si ratia r. 
Exemple. a) Sirul (a4),21, dat de ap = n este progresie 
aritmetică deoarece ак — ay 4 = 1,(V)k k 22. 
b) Sirul (an)nz1, dat de ap = n? nu este progresie aritmetică 
deoarece ак — ак—1 = 2k — 1, care nu este constantă. 


2.2.2 Formula termenului general al progresiei aritmetice 


Teoremă. Termenul general al progresiei aritmetice (а„)л>1 
este dat de formula: 
an = а + (n — Dr. 
Exemplu. a) Pentru progresia aritmetică (а„)л>ь1, Ga = 2, 
т = 3, avem: a, = а + (n — 1)7 = 2 + 3n 1) = Зп – 1. 


Aplicatii 


1. Să se determine progresia aritmetică (a, )n>1 ştiind cá 
а4 = 7 $1 ag = 15. 

Solutie. a4 = a4 + 3r = 7 51 ag = a4 + 7r = 15. Rezolvánd 
sistemul obţinem a4 = 1 şir = 2. 


2. Fie (анһ)л>1 о progresie aritmetică. Dacă am = п si 
an = m,m +n să se calculeze a, p Є №. 

Solutie. Avem: am = а; + (m — 1)r = nsia, = а + 
+(n — 1)r = m. Rezolvánd sistemul format obţinem r = —1 şi 
a =m+n- 1. Atunci ap = аз + (p—-1)r=m+n-1-p+ 
+1=m+n-p. 


3. Se consideră şirul: 1, 5, 9, ---. Determinati rangul termenu- 
lui 401. 

Solutie. Se observá cá sirul este o progresie aritmeticá cu 
primul termen а, = 1 si гапа r = 4. Мойт cu k rangul termenu- 
lui 401 şi avem: 401 = 1 + (Kk — 1): 4 > К = 101. 
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2.2.3 Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice 


Teoremá. Fie (а„һ)л>1 о progresie aritmetică şi Sn = a4 + 
+a2 + + аһ suma primilor n termeni ai săi. Atunci este 
adevărată formula: 

(а, + ап 
=————— , n 
2 

Exemple. a) Fiind dată progresia aritmetică (an)nz1, dn = 
= Зп — 1, avem ау = 2, 40 = 29, iar suma primilor 10 termeni 
ai săi este egală cu: 


Sn >1. 


(2 + 29)10 
Sio = =- m 155. 
b) Se consideră şirul 1,3, 5,7, ---. Acesta este progresie aritmetică 
cu primul termen a, —1 siratiar = 2. Atunci termenul 1000 este 
алооо = 1 + 999: 2 = 1999. Suma primilor 1000 de termeni ai 
şirului este egală cu: 


(1+ 1999) -1 000 
Soo — 7 = 1 000 000. 


Aplicatii 

1. Sá se determine progresia aritmetică (a, )n>1 ştiind cá 
а + аз = 8515, = 22. 

Solutie. a, + a3 = 8 > a + q + 2r =8 >q tr = 4. 
ал + a4)4 
RENE co CAL 
Rezolvând sistemul format din cele două ecuaţii obţinem: a4 = 1 
şir = 3. 


222 2a, +3r = 11. 


2. Să se rezolve ecuaţia: 
1+3+5+:-+x= 100. 
Solutie. Notám cu n numărul termenilor progresiei aritmetice. 
Ratia progresiei este r = 2, primul termen а; = 1 și suma 
$ = 100. Atunci: 
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a. +а„т 2а, + (n — 1)r 
dd 1 Е п] = а o Ul 1995-100 


3. Fie (аһ)л>1 o progresie aritmetică si S, suma primilor k 
termeni ai săi. Sá se demonstreze că dacă Sm = т $1 Sn =n, 
m + n, atunci Sp = p (V)p € №. 


Solutie. 
а + asm 
Sa, = т la = = т> 20 + (т – 1)г = 2. 
а + anin 
5. = п la 2 = п 2а, + (п - 1) = 2. 


Scăzând membru cu membru cele două relații obținem: 
r(m —n) 20—r = 0 (т = n). Atunci а, = 1. 
RN [a +аь]р_(1+1)р_ 
me 2 mE S 
2.2.4 Alte proprietáti ale progresiilor aritmetice 
1. Fiind dată progresia aritmetică (a, ),.,, are loc relaţia: 
е Ей + ак+1 
à 2 


2. Dacă un sir de numere reale (a,,),4.4 are proprietatea: 


(Wk,k > 2. 


ак-1 + @к+1 
——— (Wk,k > 2 
5 (v)k,k > 2, 


atunci acest sir este o progresie aritmeticá. 


ак= 


3. Fiind date numerele a4, a2,:::, a, în progresie aritmetică, 
are loc relaţia: 
ак + An-k+1 = ат + an (М), k > 2. 


Aplicatii 


1. Dacă numerele a? — bc, b? — ac,c? — ab sunt în progresie 
aritmeticá, atunci si numerele a, b,c sunt ín progresie aritmeticá 
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saua+b+c=0. 
Solutie. Deoarece numerele a? — bc, b? — ac, c? — ab sunt în 
progresie aritmeticá, atunci are loc relatia: 
a? — bc + c? - ab 
b? — ac = 2 —a? — bc + c? - ab — 2b? + 
+2ас = 0 > (а + с)? – b? —b(a+b+c)=0> 
= (a+b+0)(a—b+c)-b(a+b+c)=0>(a+b+c): 


а+с 
-(a—2b+c)=0>a+b+c=O0saub = 


2. Să se arate că dacă a > 0,b > 0,c > 0 sunt în progresie 


aritmetică, atunci și numerele: 
1 1 1 


Vb + Ус Vc + Уа Va + Nb 
sunt în progresie aritmetică. 
Solutie. Fie r гапа progresiei. Notám: 
pa dl М-М  ve- vb 
Vb + Ус c—b T 
pol Neva „_ 1 Yb- ya 
Vctva — 2r ' Уа + vb To 
Evident 2B = A + C. 


„Analog obținem: 


2.3 Progresii geometrice 
2.3.1 Noţiunea de progresie geometrică 


Definiţie. Un şir (bn)n>1 de numere reale se numeşte 
progresie geometrică, dacă există un număr real q, numit ratie, 
astfel încât fiecare termen, începând cu al doilea se obţine din 
precedentul înmulţit cu q ( by = by 41: 9, (У)К, k > 2). 

Folosind formula din definitie rezultá relatia: 


b 
K =q, (Y)k,k 2 2. 


ba 
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О progresie geometricá este bine determinatá de primul 
termen al său a, si ratia q. 


Exemplu. a) Sirul dat de 2, 6, 18, 54, 162 este progresie 
geometrică deoarece 6 = 2:3,18— 6:3, 54 = 18:3, 162 = 
= 54:3. Кайа progresiei este 3. 


2.3.2 Formula termenului general al progresiei geometrice 


Teoremă. Termenul general al progresiei aritmetice (bn )n>1 
este dat de formula: 
b, = b1q" ^ 1(v)n,n > 2. 
Exemplu. a) Pentru progresia geometrică (bn )n>1, bi = 2, 
q = 2, avem: b, = b:q" 1 22:2" 1 = 2n, 


Aplicaţii 


1. Să se determine progresia geometrică (b, „= ştiind cá 
b, = 6 şi b4 = 54. 

Solutie. b; = bjq = 6 şi ba = Б.д? = 54. Împărţind a doua 
ecuaţie la prima obţinem q? = 9 = 4=+3 şi apoi b, = +2. 


2. Fie (b,nz о progresie geometrică. Dacă bm = n şi 
b, = m,m + п să se calculeze by, p Є №. 


Solutie. Avem: bm = b1q"71 = n şi b, = b1q" 71 = m. 
Impártind membru cu membru cele două relaţii obţinem: 
1 m-1 
m-n 


n пүт-п . т=п 
q =— э = (5) sib = ni (>) Р 
3. Se consideră şirul: 1, 3, 9, 27, 81,---. Determinati rangul 
termenului 6561. 
Solutie. Se observá cá sirul este o progresie geometricá cu 
primul termen a. = 1 si ratia q= 3. Notám cu К rangul termenu- 
lui 6561 si avem: 6561 = 1: 3*1 = 3*1 = 38 >k = 9, 
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2.3.3 Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice 


Teoremă. Fie (b„)n>1 o progresie geometrică cu ratia 9 + 1 
ŞI Sn = b4 + b; +++ + b, suma primilor n termeni ai săi. Atunci 
este adeváratá formula: 
1-4" 
Su = bi Weg п>1 
Exemplu. a) Fiind dată progresia geometrică 1, 2, 4,8, ··· 
avem b; = 1, q = 2, iar suma primilor 9 termeni ai săi este: 


БЕ се т 511 
3 = "ev 
Aplicatii 


1. Să se determine progresia geometrică (Б„)һ>ь+ ştiind cá 
S, = 4 şi Sa = 13. 
Soluţie. Avem: 
1-q TE CE 
b, pem =4şi b, pm = 13>b(1+q)=4şi 


b(1+q+ q?) = 13. 
Rezolvând sistemul format obţinem: b = 1 şi q= 3. 


2. Să se decidă dacă este progresie geometrică un şir astfel 
încât pentru orice n € N* suma primilor n termeni ai săi este dată 
de formula $, = 3n + 1. 

Solutie. Pentru n > 2, avem a, = Sn — Sn-1 = (Зп + 1) — 
—3(n — 1) —1 = 3. а = 5, = 4. Evident şirul nu este progresie 
geometrică. 


2.3.4 Alte proprietăţi ale progresiilor geometrice 


1. Fiind dată progresia geometrică (bn )n>1, are loc relaţia: 


by = N boa" Pra (Y)k,k > 2. 


2. Dacă un sir de numere reale (55), are proprietatea: 
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bk = у Рк-1 . bk+1 (У)К, К > 2 


atunci acest sir este o progresie geometricá. 


3. Fiind date numerele b4, Ёо, ---, b, în progresie geometrică 
are loc relaţia: 


bk ч һл—к+1 = bi g bn (V)k,k > 2. 
Aplicaţii 

1. Dacă numerele a, b, c sunt în progresie geometrică, atunci 

are loc egalitatea: 
a? (b + c)(b? + c?) = b?(a + b)(a? + b?). 

Solutie. Deoarece a, b, c sunt în progresie geometrică, rezultă 
cá b? — ac. Atunci avem: 
a? (b + c)(b? + c?) = a?(b + c)(ac + c?) = a? ac(b c): 
- (a + c) = b?(ab + ac)(a? + ac) = b? (ab + b?)(a? + b?) = 
= b?(a + b)(a? + p2). 


2. Să se determine x € N, astfel încât numerele x + 1, 4x + 1, 
8x + 11 să fie în progresie geometrică. 


Soluţie. Numerele x + 1, 4x + 1,8x + 11 sunt în progresie 
geometrică dacă (4х + 1)? = (x + 1)(8x + 11) 
<> 16x? + 8x + 1 = 8x? + 8x + 11x +11 © 
5 
©8202 — 11x — 10 = 0 & x = 2 sau х—= F 
Soluția corectă este x = 2. 
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3. Functii, lecturi grafice 
3.1 Notiunea de functie 


1) Definitia functiei 


Definitie. Fiind date douá multimi nevide A si B, prin functie 
definitá pe A cu valori in B intelegem o lege f prin care fiecárui 
element x € A îi punem în corespondenţă un element unic yE B. 

Мойт f: A > В, (х) = y. 

Multimea A se numeste domeniul de definitie al functiei. 

Multimea B se numeste codomeniul sau multimea їп care 
functia ia valori. 

f este legea de corespondentá intre cele douá multimi. 

x se numeste argumentul functiei. 

y se numeste imaginea lui x prin functia f. 

Exemplu. Corespondenta f : A > B, unde 
A = {-2,—1,0,1,2},B = (0,15,2,3,4, f(x) = x? 
este funcţie deoarece f(—2) = 4,f(-1) = 1,f (0) 20,f(1) 21 
si f (2) = 4. 


2) Functii egale 


Definiţie. Fiind date funcţiile f:A >B şi g:C >D, 
spunem că funcţiile f si g sunt egale dacă: A = C,B =D si 
f(x) = 9(х), (V)x e А. 

Exemplu. Funcţiile f, g : R — {1} > R, f(x) 2x—1si 


x? —1 (х—1)(х +1) 
90) = = ү sunt egale deoarece g(x) = ——=—— = 
=х—1 = f(x). 


3) Imaginea unei functii 


Definiţie. Fiind dată funcția f:A > B, numim imaginea 
funcţiei f, mulţimea f (A) = (f(x) | x € A) pe care o notăm Im f. 
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Exemplu. Pentru funcţia f : (—1,0,1) > R, f(x) = х +5, 
avem: f(-1) = 4,f (0) = 5,f(1) = 6siIm f = {4,5,6}. 


4) Restrictia si prelungirea unei functii 


Definiţie. Fiind date funcţiile f:A —> В si g : C > D, astfel 
încât AC C şi f(x) = g(x)(V)x € A, spunem că funcţia f este 
restrictia functiei g la A , iar functia g este prelungirea functiei f 
la C. 

Exemplu. f:[0,1] > R, f(x) = x + 1,g: (—2,2) >R, 
д(х)=х+1. 


5) Graficul unei functii 


Definiţie. Fiind dată funcția f:A э В, numim graficul 
funcţiei f , mulţimea {(х, y)|x € A, y = f (x)] pe care o notăm бу. 

Exemplu. Pentru funcţia f:(—2,0,1) > R,f(x) = х *3, 
graficul sáu este: б, = ((—2, 1), (0,3), (1,4). 


3.2 Functii numerice 


Definiţie. Funcţia f:A э B, se numeşte funcție numerică, 
dacă Ac RşiBcR. 

Exemplu. Funcţia f : (0,1) > (0, +оо) este numerică. 

Fiind dată funcţia numerică f: А э B reprezentăm geometric 
graficul funcţiei f reprezentând în planul XOY toate punctele 
M(x,y) E Gy. 

Definiție. Fiind dată funcția numerică f : A > B, spunem că: 
a) f este crescătoare pe A, dacă pentru orice x4, x; € A, X1 < x22 
>f a) € f o). 
b) f este strict crescătoare pe A, dacă pentru orice x4, x; € A, 
x; € x; f Qa) < f Go). 
C) f este descrescătoare pe A, dacă pentru orice x1, x; € А, ху < 


< x42 f) > foa). 
d) feste strict descrescătoare pe A, dacă pentru orice x1, x2 € A, 
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x; € x; f (ху) > f Go). 

Exemplu. Funcţia f : R > R, f(x) = x + 2 este strict cres- 
cátoare deoarece: x4,x2 € R,x4 < x2 > x1 — x; < 0 şi atunci 
fa) — РО) = (ara + 2) — z + 2) =x,- x? < 0. 

Observaţie. a) Fiind dată funcţia numerică f : A > B, spunem 
că funcţia f este monotonă dacă şi numai dacă f este crescătoare 
sau descrescătoare. 

b) Fiind dată funcția numerică f : А > B, spunem că funcţia f 
este strict monotonă dacă şi numai dacă f este strict crescătoare 
sau strict descrescătoare. 


Definiţie. Fiind dată funcţia numerică f : A > B, spunem cá 
ea este mărginită dacă există M > 0, astfel încât să avem: 
ІРО) € М, (v)x e А. 


Exemplu. Funcţia f: R > R, f(x) = 


x 
este mărginită, 
У х2+1 5 
х 
= | < А 
deoarece |f (x)| UT | < 1,(v)x e R 


Definiţie. Fiind dată funcţia numerică f : А > B, spunem cá 
ea este nemărginită dacă oricare ar fi M > 0, (3)x € A astfel 
încât să avem: |f (x)| > M. 

Exemplu. Funcţia f : (0, +оо) > R, f(x) = x +3 este ne- 
mărginită, deoarece oricare ar fi M > 0, (3)x € (0, +оо) astfel 
încât să avem: |f(x) > Ме х+1>М‹Ф<©х>М-— 1. Luám 
x = [M - 1] 4 1. 

Definiţie. Multimea ACR se numeşte simetrică față de 
origine dacă (V)x € A, rezultă că —x € A. 


Definiţie. Fiind dată funcția numerică f : А > В, unde A este 
mulţime simetrică, spunem cá ea este funcţie pară dacă f (—x) = 
= f(x)(v)x e A. 

Exemplu. Funcţia f : R э В, (х) = x? +1 este funcţie 
pară, deoarece f (~x) = (~x)? + 12 x? +1 = f(x). 
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Definitie. Fiind datá functia numericá f : А B, unde A este 
mulțime simetrică, spunem cá ea este funcţie impará dacă 
f(-x) = -f(x)(v)x € А. 

Exemplu. Funcţia f : R > R,f(x) = x? —x este funcţie 
impará, deoarece f(—x) = (—x)? + x = —x? + x =—/(х). 

Definiţie. Fiind dată funcția numerică f : A > B, spunem cá 
ea este funcție periodică dacă există un număr T + 0, astfel încât 
f(x + T) = f X)(v)x e A. 

Exemplu. Funcţia f : R > R, f(x) = (x + 1) este funcţie 
periodică de perioadă 1, deoarece f (x) = (x + 1) = (x + 2) = 
= (х +1). 


3.3 Compunerea functiilor 


Definiţie. Fiind date funcţiile f: A > B,g:C э D,f(4) c C, 
numim compunerea functiei g cu functia f , functia notatá 
gof:A > D, unde gof (x) = g(f C). 

Exemple. a) Fie f:(1,2,3) > {4,5,6}, (1) = 4,f(2) = 5, 
f3)-765319g:(4,5,6) > {7,8,9}, g(4) = 7, g(5) = 8, g(6) = 9. 
Atunci gof: {1,2,3} > {7,8,9} si gof(1) = g(f (2) = g(4) = 
= 7, gof (2) = g(f(2)) = g6) = & g(f£(3)) = g(6) = 9. 

b) Fie f,g:R ә Б, (х) =x + 1,g(x) = x — 1. Atunci: 

дој: К > R,gof(x) = g(f(x)) = g(x + 1) = (x t1) -1= х 
şi fog:R > R,fog(x) = f(g60) = fx - = (х—1)+1= 
=хё 


Aplicatii 
" E x1 
1. Se consideră funcţia f: R — (1) > R, f(x) = а 


=. 
а) Să se rezolve ecuaţia: (fofof)(x) = 2. 
b) Să se rezolve ecuaţia: (fofofof)(x) = 2. 
c) Să se rezolve ecuaţia: (fofofofof)(x) = 2. 


Solutie. 
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| х+1 ЗЕ | 2х 
(fo ДУО) = (РО) = f = = — = х. 
x-1 х+1_ 2 
х—1 
+1 
а) (fe f» о) = (о ff Go = feo = 2 "t 
x- 
x«l 
Ecuația devine: 2— х+1=2х-2 5 х= 3. 
х—1 


b) (fofofo fa) = (о FL o (0) = (Ре foo = х. 


Ecuatia devine: x 2 2. 
х +1 
с) р ате 
a 


x«l 
Ecuația devine: 2>x+1=2x-2>x=3. 


x-1 
2. Fie funcția f : R > R, f(x) = x + 1. Să se determine 
funcția g: R > R astfel încât f o g(x) = 2x 43. 
Solutie. fo g(x) 22x 3 e f(g(x) =2x+3 е 
© #(х)+1= 2х+3 © g(x) 22x *2. 
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4. Functia de gradul I 
4.1 Ecuatia de gradul I 


Definiţie. Ecuația liniară ax + b = 0, unde a, b € R, 
а = 0 se numeşte ecuaţie de gradul întâi. 


Soluţia ecuaţiei de gradul întâi este x = — 


х RIS 


Exemplu. Ecuația 2x — 3 = 0 are soluţia 


NIW 


Aplicații 


1. Să se rezolve ecuația: 
(x + 1)(х + 2) +18 = (x + 3)(х + 4). 


Solutie. a) Prin desfacerea parantezelor obtinem: 


х^+2х+х+2+18=х^ +3х+4х+12 4х=8=—х=2. 


2. Să se rezolve ecuaţia: 
3+2х, 4x? —2 5 42x 
1+2x 7+16x+4x2 7+2x 


Solutie. a) Se aduce la acelaşi numitor şi se ţine seama de 


+1. 


egalitatea 7 -- 16x + 4x = (1+ 2x)(7 + 2x) şi se obţine ecuaţia: 


(3+ 25)(7 + 2х) + Ax! -22 (54 220 € 220 472 +16х+4х > 


8x-7202x 


8 
4.2 Funcţia afină 
a) Definiţia funcţiei afine 


Funcţia f : R >R, f(x) = ax - b = 0, unde a,b ER, se 
numeste functie afiná. 
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Funcţia f: В > В,/(х) = ах +b = 0, unde a,bER, а + 0 
se numește funcție de gradul întâi. 

Exemplu. a) Funcţia f:R >R, f(x) = х +4 este funcţie 
afină şi se numeşte funcţie de gradul întâi. 
b) Funcţia f: R > R,f(x) 26 este funcţie айпа şi se mai 
numeşte funcţie constantă. 


b) Monotonia funcţiei de gradul întâi 


Funcţia de gradul întâi f : R >R, f(x) = ax t b, unde 
a,b E В, а = Oeste: 
1) strict crescătoare dacă a > 0; 
2) strict descrescătoare dacă a « 0. 


Exemple. a) Funcţia f : R >R, f(x) = 2x + 4 este crescá- 
toare, deoarece a = 2 > 0. 
b) Funcţia f: R >R, f(x) = —x--2 este descrescătoare, 
deoarece a — —1 « 0. 


с) Semnul funcției de gradul întâi 


Funcţia de gradul întâi f : R >R, f(x) = ax + b, unde 
а,Ь € R,a = 0 are semnul dat de tabelul: 


pa — oo 28 +оо 
а 


Р(х) = ах +Ь | semn contrarluia 0  semnulluia 
Exemplu. Funcția f : R >R, f(x) = —x + 4 are semnul: 
x — 00 4 +оо 
Ро) = =-х+4 + 0 — 
d) Inecuatii liniare cu o necunoscutá 


Inecuatia care in urma unor transformári elementare succesive 
capătă una din formele: ax + b > 0 sau ax + b > 0 sau ax + b < 
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< 0 sau ах + b < 0, unde a, b € R se numeşte inecuatie liniară 
cu o necunoscută. 

Dacă a + 0, inecuatie liniară cu o necunoscută devine 
inecuatie de gradul întâi cu o necunoscută. 


2Xt3  5xt2 
Exemplu. ө 3(2х + 3) < 2(5x - 2) 
<< 6х+9<10х+4Ф©®—4х+5<0. 


e) Rezolvarea inecuatiei de forma ах+Ь>0 unde 
a,bER. 
Prezentăm mai jos două metode de rezolvare 


b 

1) Dacă a > 0, ax +b 2 0 S ax 2 -b x 2-7; 
b 

Dacă а < 0, ax +b 2 0 Sax 2 -b S x<-7, 


Dacă a = 0,ax +b > 0 €b >œ 0; 
Dacă b > 0, atunci orice x Є R este soluție. 
Dacă b < 0, atunci nu există soluție a inecuatiei. 


Exemplu. - 2x + 3 > 0 ө —-2x 2 -3e 2x <3 өх < 


2) Se studiază semnul funcţiei f:R >R, f(x) = ах +b si se 
determină semnul funcției interpretând tabelul. 

Exemplu. Pentru rezolvarea inecuatiei х— 2 2 0 facem 
tabelul: 


NIW 


x — 00 2 +оо 


x—2 — 0 T 

Soluţia este x € [2, +оо). 

Pentru celelalte 3 cazuri: ax +b > 0 sau ax - b € 0 sau 
ах + b « 0 se procedeazá analog. 


f) Pozitia relativá a douá drepte. Sisteme de ecuatii de 
gradul I 
ax + by-c 


_ , QG,b,c,m,n,p € К, se rezolvă 
mx + пу = р 


Sistemul | 
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folosind metoda reducerii sau metoda substitutiei, învăţate în 
ciclul gimnazial. 

Cele două ecuaţii ale sistemului reprezintă ecuaţiile a două 
drepte în plan. Soluţia sistemului (xo, yo), reprezintă punctul de 
intersecţie al celor două drepte din plan. 

Două drepte în plan pot fi concurente, paralele sau confundate. 
Dacă cele două drepte sunt concurente, atunci sistemul are soluție 
unică şi se numeşte compatibil determinat. Dacă cele două drepte 
sunt paralele, atunci sistemul nu are soluţie şi se numeşte 
incompatibil. Dacă cele două drepte sunt confundate, atunci 
sistemul are o infinitate de soluţii şi se numește incompatibil. 

Exemplu. Să se rezolve şi să se interpreteze geometric 
sistemele de ecuaţii: 

2х+у=4 х+2у=3 

ты єй уус» 

Solutie. а) Folosind metoda reducerii sau substitutiei ве obtine 
solutia x — 1, y — 2. Punctul (1, 2) reprezintá punctul de intersec- 
tie al graficelor dreptelor 2x + y — 4 = 0 şi Зх —2y +1 = 0. 

b) Ínmultind prima ecuatie cu —2 si adunánd la a doua ecuatie 
obtinem: 0 = 1. Sistemul este incompatibil si atunci cele douá 
drepte x + 2y — 3 = 0 si 2x + 4y — 7 = O sunt paralele. 
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5. Functia де gradul al doilea 
5.1 Ecuatia de gradul al doilea 


a) Forma ecuatiei de gradul al doilea 


Ecuatia de gradul al doilea are forma: 

ax? + bx + с = 0,a,b,c € Ra + 0. 
Discriminantul ecuatiei este: A— b? — 4ас. 
Dacă А> 0, atunci ecuaţia are două soluţii reale date de: 


—b + VA 
x% = ——À———. 
12 2a 
Dacă A= 0, atunci ecuaţia are o soluţie reală dată de: 
—b 
X12 — =. 
27 2a 


Dacă A« 0, atunci ecuaţia nu are nici o soluţie reală. 
Exemple. a) Ecuația x? — 3x + 2 = 0 are A= 1 si soluţiile 1 
şi 2. 
b) Ecuația x? — 4x + 4 = 0 are A= 0 şi soluţia 2. 
c) Ecuația x? — x + 1 = 0 are A= —3 şi nu are soluţii reale. 


b) Relaţiile lui Viete 


Fiind dată ecuaţia de gradul al doilea: 
ax2+bx+c=0,a,b,ceR,az0, 
relațiile lui Viete, sau relaţiile între rădăcini şi coeficienţi sunt: 
b c 
ху +X = — Şi хх) ==. 
1 2 т оа 
Formule importante: 
1) x,? + x;? = (х + x)? — 2х1; 
2) x4? + x? = (x1 + х) — Зух (x + x2); 
3) x14 + х = (х2 + x22)? — 201252 = +; 


4) x46 + x36 = (x4? + х2)? — 3x4? x3? (4? + x22). 
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Exemple. Fără a rezolva ecuaţia x? — x -- 2 = 0, să se 
calculeze: 


a) x? + х? b) x? + x3? c) х1“ + хэ". 
Solutie. Avem: ху + x; = 1 şi хх = 2. 
а) x? + x2? = (х\ + x3)? — 2xX4X2 = 12-4-2-3. 


b) 2 + x? = (х + x)» — Зх (х + x2) =1-6 = —5. 
c) x,* + хә“ = Ga? + x3?)? = 2ху°х)* = (—3)? —2:4= 1. 


с) Еогтагеа ecuatiei de gradul al doilea сапа se cunosc 
rádácinile 

Dacă se cunosc rădăcinile x4, x? ale ecuaţiei, notăm x4 + x; = 
= $,хуХх) = P şi atunci ecuaţia de gradul al doilea care are ca 
rădăcini pe x, si x2 este: x? — Sx + P = 0. 

Exemplu. Dacá 1 si 2 sunt rádácini ale unei ecuatii, atunci 
5=1+2=3,Р = 1:2 = 2, iar ecuaţia care are ca rădăcini pe 1 
şi 2 este: x? — 3x + 2 = 0. 


d) Descompunerea trinomului de gradul al doilea in 
factori de gradul întâi 


Fiind dat trinomul de gradul al doilea ax? + bx + с, 
a,b,c € В, а + 0, având rădăcinile x4, х›, atunci avem: 
ax? + bx + c = a(x — ху)(х — x2). 


Exemplu. Fiind dat trinomul x? — 5x + 4, ecuația asociată 

acestuia este x? — 5x + 4 = 0 cu rădăcinile 1 si 4, si atunci: 
x? — 5x +4 = 1(x — 1)(x — 4). 
e) Semnele rádácinilor ecuatiei de gradul al doilea 
Fiind datá ecuatia de gradul al doilea: 
ax? +bx+c=0,a,b,c ER,a +0, 

şi X4 + X2 = 5, хх: = P, atunci avem: 
a) dacă P > 0,S > 0, atunci ambele rădăcini sunt pozitive. 
b) dacă P > 0,S < 0, atunci ambele rădăcini sunt negative. 
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с) dacă P « 0,S > 0, atunci o rădăcină este pozitivă si una este 
negativá, mai mare їп valoare absolutá fiind cea pozitivá. 

d) dacă P < 0, 5 < 0, atunci o rădăcină este pozitivă si una este 
negativá, mai mare їп valoare absolutá fiind cea negativá. 

e) dacá P « 0,S = 0, atunci o rádáciná este pozitivá si una este 
negativă, ele fiind egale în valoare absolută. 

f) dacă P = 0,S > 0, atunci o rădăcină este О şi cealaltă este 
pozitivă. 

g) dacă P = 0,5 < 0, atunci o rădăcină este 0 şi cealaltă este 
negativă. 

h) dacă P = 0,S = 0, atunci ambele rădăcini sunt egale cu 0. 


Observaţie. Dacă A< 0, atunci rădăcinile nu sunt reale şi în 
consecință nu au semne. 


Exemple. a) Ecuația x? — 5x +1 = 0 are A= 21,5 = 5, 
P = 1. Atunci ambele rádácini sunt pozitive. 
7 1 
b) Ecuația 2x? — 7x — 1 = 0 are A= 57,5 cL SUP ==: 


Atunci о rádáciná este pozitivá si una negativá, mai mare їп 
valoare absolutá este cea pozitivá. 


52 Functia de gradul al doilea 


a) Definitie. Se numeste functie de gradul al doilea functia 
de forma f : R > R, f(x) = ax? + bx + c,a,b,c € Ra = 0. 


Exemplu. Funcţia f : R > R, f(x) = x? + x + 1 este func- 
пе de gradul al doilea. 


b) Monotonia funcției de gradul al doilea 
1) Dacă a > 0, funcția este strict descrescătoare pe intervalul 
—b —b 
(-— Z5] şi strict crescătoare pe intervalul | —, +оо). 
2a 2a 


2) Dacă a « 0, funcţia este strict crescătoare pe intervalul 
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—b —b 
(-— 5] si strict descrescătoare pe intervalul | —, +оо). 
2a 2a 


Exemplu. Funcţia f (x) = x? — 2x + 7 este strict descres- 
cătoare pe intervalul (—оо, 1] si crescătoare pe intervalul (1, +оо). 


c) Forma canonică a funcţiei de gradul al doilea 


Forma canonică a trinomului de gradul al doilea este: 


PET ( " | b? — 4ас 
ax х+с=аЦх+у- am 
Exemple. a) Pentru funcţia f (x) = 2x? — 4x + 5, avem: 
3 
f(x) = 2|«- 1)? +9 = 2(x - 1)? +3. 


b) Pentru funcţia f(x) = —x? + 2x + 1, avem: 
fœ = -[x — 1)? - 2] = -(x - 1? + 2. 


d) Maximul sau minimul functiei de gradul al doilea 


1) Dacá a > 0, functia de gradul al doilea are un minim egal cu 
A b 

— — şi li á t =-=- 
44 Și care se realizează pentru x 25 

2) Dacá a « 0, functia de gradul al doilea are un maxim egal cu 


b 
— — şi care se realizează pentru x = — —. 
4a 2a 


Exemple. a) Funcţia f (x) = x? — x + 2 are un minim egal cu 


LOS C RAM b -1 1 
aa > 774 oap °ЁНтчЕретих=—5-=—--=. 
b) Functia f(x) = —2x? + x + 1 are un maxim egal cu: 
А с al ыс. b pr 
ga > 7 Za > g:0obtinut pentru x = 572 = ZA > a 


e) Graficul funcţiei de gradul al doilea 


Graficul funcţiei de gradul al doilea este o parabolă: 
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1) cu vârful în jos dacă а > 0 


2) cu vârful în sus dacă a < 0 у 


f) Semnul functiei de gradul al doilea 
1) Dacá A« 0, semnul functiei este dat de tabelul: 
х — 00 +оо 
fœ semnul lui a 


2) Dacă A= 0, semnul funcţiei este dat de tabelul: 


b 
x — оо == 
2a 
fœ semnul lui a 0 semnul lui a 
3) Dacá А> 0, semnul functiei este dat de tabelul: 
x — oo Xi X2 


f(x) semnul lui a 0 semn contrar luia О semnul lui a 


Exemple. a) Pentru funcţia f(x) = x? +x +3 avem: 
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А= —11 < 0 si atunci functia pástreazá semnul lui а = 1, adicá 
este pozitivá pe R. 

b) Pentru funcţia f (x) = x? — Зх + 2 avem: x4 = 1,х = 2 

51 atunci semnul functiei este dat de tabelul: 


x — oo 1 2 +оо 
f(x) + 0 = 0 + 


Aplicatii 


1. Să se determine funcţia de gradul al doilea 
f:R УВ, (х) =ax2+bx+c,az0 
al cărui grafic trece prin punctele A(1, —2), B(3, 0), C(—1, 12). 


Solutie. Se pun condiţiile: f (1) = -2, f (3) = 0, f(-D 212. 


a+b+c= -2 
Se obţine sistemul: 49a + 3b + c = 0 
a—b+c=12 


cu soluțiile: a = 2, b = —7,c = 3. Atunci f(x) = 2x? — 7x + 3. 


2. Să se studieze monotonia funcției 


Жы _ (x? — 2x,x € [2, o0) 
f:R кло = 7 x E (-о,2)' 


Solutie. a) Pe [2, + оо) ‚ Р(х) = х? — 2x este crescátoare, 
iar punctul de minim este (2,0). 
Pe intervalul (—oo, 2] funcţia f(x) = 2x —7 este crescătoare şi 
toate punctele graficului se gásesc sub punctul (2, — 3) . Deoarece 
—3 « 0 rezultá cá functia este crescátoare. 


3. Sá se arate cá várfurile parabolelor asociate functiei: 
f: RA Е, (х) = x? - (а+1)х+а-3 
unde a € R, se găsesc pe o parabolă. 
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Solutie. Coordonatele várfului sunt: 
а+1 -a° *2a -13 
ху = ‚ ур = } 
2 4 
Scoatem din prima ecuație a = 2x — 1, înlocuim în a doua 
ecuație si obținem: 4y = —(2x — 1? + 2(2x — 1) - 13 > 
4y = —4x? + Ax — 1 + 4x — 2 — 13 > y = =x + 2x — 4, adică 
ecuația unei parabole. 


4. Să se arate că oricare ar fi a E R, parabolele asociate 
funcțiilor fa:R > R, fa(x) = x? + (a—4)x+2—a trec prin 
cel puțin un punct fix. 

Solutie. Fie y = х2 + (a — 4) x +2 - a > a(x - 1) + x3 — Ax — 
-у+2=0 (YJae R>x-l=0şix-4x-y+2=0> 
> х=1, у=-1. 
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6. Multimi de numere 
6.1 Numere reale 
6.1.1 Puteri cu exponent intreg 


Definitie. Dacá a € R, sin € М, atunci definim a? = 1 si 


; 1 
а" —g:a:::: a. Dacă în plus а + 0, atunci а" = —. 
EN n a 
den ori 


Observaţie. Operatiile 0% si 07" nu au sens. 


Proprietăţi. Pentru orice a, b € R si m, n Є Z care nu conduc 
la operatii fárá sens, avem: 


qnm 
1) а"а" = ат+п 2) pr = gm-n 
3) (am)-1 = а" 4) (qm) = ат" 
m qm 
5) (ab) = ать" 6) (2) =. 


Exemple. а) 212? = 21+? = 23 = 8. 
b) (23)* = 234 = 212, 
6.1.2 Radicali 
Definiţie. Fiind dat numărul real şi pozitiv a şi numărul 
natural n, numim radical de ordinul n al numărului a, numărul real 
pozitiv x, astfel încât x” = a. 
Radicalul de ordin n al lui a se notează: Va. 


Definiţie. Fiind dat numărul real si negativ a şi numărul 
natural impar n, numim radical de ordinul n al numărului a, 
numărul real negativ x, astfel încât x" = a. 


Proprietăţi. 
1) Dacă a € R, atunci “Уа?” = |a]. 
2) Dacă n este impar, atunci V—a = — Va. 
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3) Amplificarea radicalului: 
Dacă a > 0 şim,n,p € N, atunci Уа" = "ато, 
4) Simplificarea radicalului: 
Dacă a > 0 şim,n,p € N, atunci "Уат? = Va. 
5) Radicalul unui produs a doi factori: 
a) Dacă n este par şi a > 0,b > 0 atunci Vab = VaNb. 
b) Dacă n este impar atunci Vab = Va Vb. 
с) Dacă n este impar si a < 0,b < 0 atunci Vab = 
= Yla] Vbl. 
6) Produsul a doi radicali: 
Dacă a,b € R, atunci Va'Vb = Мар. 
7) Radicalul câtului a două numere: 


БЕ 


: .n[a 
a) Dacă n este par şi a > 0, b > 0 atunci (E = 


n [a 
b) Dacă n este impar şi a,b € R, b + 0 ише fE = 


= Na 
Wm 


n 
с) Dacă n este impar si a < 0,b < 0 atunci 


SIR 


"lal 


WI 


8) Саша doi radicali: 
ийи кемшш cte 
acá a, " atunci "UP = Б` 


9) Scoaterea unui factor de sub radical: 
a) Dacă n este par atunci Va?b = |a| Vb. 
b) Dacă n este impar atunci Va?b = a Vb. 
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10) Introducerea ипи factor sub radical: 

a) Dacă n este par si a > 0, atunci aNb = Мать. 

b) Dacă n este par şi a < 0, atunci aNb = —NManb . 

c) Dacă n este impar atunci a Vb = Va?b. 
11) Ridicarea la putere a unui radical: 

a) Dacă n este par si a > 0, atunci (Va) = Nam. 

b) Dacá n este impar si a € R, atunci (Va)- = Nam. 
12) Extragerea radicalului din radical: 

a) Dacá m, n sunt impare si a € R, atunci "Уа = "Wa. 

b) Dacá m par sau n par si а > 0, atunci Уа = "Wa. 

Exemple. а) "4/64 = ‘V25 = 42. 
b) 48:5 = 423.5 = 245, 
с) (Va) = vă: 

Compararea radicalilor: 

a) Dacă n este par si a > 0, b > 0, atunci: 

а < Б © Na < Nb. 
b) Dacá n este impar si a, b € R atunci: 
a «be Va < Nb. 

Exemplu. 3V5 = /3?-5 = V45 $ 5/3 = V52 -3 = 

= 4/75. Atunci evident 3V5 < 5V3. 


Rationalizarea numitorului unei fractii se face amplificánd 
fractia cu conjugata numitorului. 


Exemple. 
1 va va 
a) = = ‚а + 0; 
va үа`үа a 
1 Va? Va? 
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ЕЕ ТИМИНЕ E. Mae Ron 
Va+ vb (үа) а Б) a-b 5 


d) T" Уа vb EAR РТТ 
/a-Nb (Va-vb)(VacNb) a-b ’ i 
1 Va? + Vab + УЬ? 


? а Ga ҮР + ав NB) 
_ Va? + Vab + Vb? 


b. 
NAE а= 


Formulele radicalilor compusi 


Dacă a > 0,b > 0,а2 > b,sic = ya? — b, atunci avem: 

a+c a—c 

a) а+УБ= | 2 + | 2^ 
a+c a—c 
b — = | e ; 
) Ja Vb 2 2 

341 3—1 
Exemplu. |3- v8 = m — 02-1 


Aplicatii 


1. Sá se ordoneze crescátor numerele: 


243,342, V15, 6V2. 


Solutie. 2/3 = V12, 3V2 = V18, 6V2 = V72. 
Evident ordinea este: 2V3, v15, 342, 6\2. 
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2. Sá se verifice egalitatea: 


[5 + V24 + |5 – V24 = 
Solutie. ша 4+ [5 — v24 = УЗ + V2 + У3 – V2 = 


= 21/3 = 


6.1.3 Puteri cu exponent rational 


m 

Definiţie. Fie a > 0,m,n € N*,n > 2. Atunci a» = үа", 
m 1 m 

şilan = aga c ME = 0, avem: 0n = 0. 
Proprietăţi. Pentru a > 0,b > 0 şi p,q € Q avem: 

1) a? -a1 = aptă; 

2) a?:a* = a”™4, unde a + 0; 

3) (a?) = a?*; 

4) (ab)? = a? - b?; 


5) E - T unde b = 0. 


6.1.4 Puteri cu exponent real 


Proprietăţi. Pentru a > 0,b > 0 şi p,q Є R avem: 
1) aP-ad = aptă; 
2) a?:a^ = а? 4,undeaz0; 
3) (a?) = a?*; 
4) (ab)? = a? - b?; 


а? ар 
5) (5) = jp unde b = 0. 
Exemple. а) 272-2-V2 = 2V2-V2 = 20 = 1, 


b) (2/3)! = 24. (V3) = 16:9 = 144. 
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Compararea puterilor cu exponent real 


Dacă a > 1six,y ER, atunci a* < a? & x < y. 


Dacă 0 «a < 1six, y ER, atunci a* < a? © x > y. 


Exemplu. 1 < ү2 < уЗ >3! < 302 < 3%. 
6.2 Logaritmi 


Definiţie. Logaritmul unui număr real pozitiv A este ехро- 
nentul x la care trebuie să ridicám un număr real pozitiv si diferit 


de 1, notat a şi numit bază, pentru a obţine pe A. 
Scriem: loga A = x, unde A > 0,a > 0,а + 1. 
Observaţie. log; 1 = 0,a > 0,a + 1. 
Exemple. a) log28 = 3, deoarece 2? = 8. 


02 
b) log: 4 = —2, deoarece [= = 22 =4. 
) log: > 


Proprietăți. 
Dacă A > 0,B > 0,a > 0,a + 1,b ЄК, atunci: 
1) loga (AB) = loga A + log; B . 


A 
2) loga B- loga A — loga B. 


1 
2') loga p log, B. 


3) loga A? = blog, A. 
3') loga a? = b. 

к loga A 
4) loga VA = = : 


Exemple. а) log25: 6 = log? 5 + log; 6. 


b) log; 20 21og2 4:5 = log24+log25 = 2 + log; 5. 


c) log; 4? = 3log, 4 2 3:2 = 6. 
Formula de schimbare de bazá a unui logaritm 


Dacă A > 0, a > 0,a = 1,Ь > 0,Ь + 1 atunci: 
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log, A 


loga A = jog; n 


Exemplu. a) Având logaritmul log, 20 îl schimbăm în baza 
log2 20 _log24+log25 2 -tlog?5 
log>4 -. 2 i 2“ 


astfel: log, 20 = 


Сотрагагеа logaritmilor саге au aceeasi bazá 
Dacă 0 <a < 1, atunci 0 < x < y © loga x > log, y. 
Dacă a > 1, atunci 0 < x < y © loga x < loga y. 


Exemple. а) 0 < 0,5 < 1 şi atunci logos 5 > logos 8. 
b) З > 1 şi atunci log; 8 < log; 10. 


Aplicaţii 
1. Să se aducă la forma cea mai simplă expresia: 
1 2 3 4 5 6 7 
lg — + 15 —– +lg— +19 — +19 — +16 — +15 —. 
2 3 4 5 6 7 8 


1 2 3 4 5 6 7 
Solutie. lg ——1g — +19 — +10 — +15 — +15 — +16 — = 
2 3 4 5 6 7 8 


1234567 1 
——————=1@—=101—108=—1]е8. 
2345678 8 


2. Sá se aducá la forma cea mai simplá expresia: 
log, 2 +1061 4 *logi 8 + log 1 16 + log 1 32. 
2 4 8 16 32 
Solutie. log; 2*1og; 4*log; 8 +105 ү 16+log | 32 = 
2 4 8 16 32 
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3. Sá se demonstreze inegalitatea: 


1 1 1 
п п «X. 


log 8 log48  log68 


Solutie. Se trec logaritmii în baza 8 si se obţine: 


logg 2 + logg 4+ logg 6 < 2 & logg 48 < 2 € 48 < 8° 


4. Să se arate că dacă a, b € (0, 1), atunci: 


2ab 2ab 
loga + log 22. 
a+b a+b 
Solutie. 
2ab 2ab 1 
< Jab = log, > log, Vab = —log, ab = 
a+b a+b 2 
(ез Жыр За ырай Li 1) 
= — (+ log şi log > — log, ab = og, a+l]. 
2 ú barb Qd gN 
Atunci: 
2ab 2ab 1 1 
loga — + log; > (110g, b)+- (110g; a) = 
a+b a+b 2 2 
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1 
>1+—.2=2 
loga b 2 


1 1 
= 1+ — (log, b log; a)-1«— loga b + 
2 2 


6.3 Mulțimea numerelor complexe 
6.3.1 Numere complexe sub formă algebrică 


Definiție. Mulțimea numerelor complexe este: 
{z = x + yi | x,y E R, i? = —1}. 

Scrierea z = x + yi se numeşte forma algebrică a numărului 
complex z. Numărul x € R se numeşte partea reală a lui z si se 
notează Re z, iar numărul y Є R este coeficientul părții imagina- 
re a lui z si se notează Im z. 

Exemplu. Pentru numărul complex 2 + 3i, 2 este partea reală 
şi 3 este coeficientul părții imaginare. 


Conjugatul unui număr complex 


Fiind dat numărul complex z = x + yi, numărul Z = x — yi se 
numeşte conjugatul numărului complex z. 

Exemple. Conjugatul lui 3 + i este 3 — i si conjugatul lui 
2—iesteZ- i. 


Egalitatea a douá numere complexe 


Două numere complexe 21 = x4 + Vii şi Z2 = x2 + y2İ sunt 
egale dacă si numai dacă ху = х2 Şi у = у». 


Exemplu. Numerele complexe x + 1 + yi si 2x + (2y — 1)i 
sunt egale dacă x + 1 = 2x si y = 2y — 1, adică x = 1, y = 1. 


Puterile numárului i 


Puterile numărului i sunt: i = i,i? = —1,i? = —i,i* = 1, 
і5 = 1,16 = —1,17 = —i,i8 = 1,---. Pentrun € N*avem: 
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1, п=4К 
i n=4k+1 


ад 
-1 п=4К+2` 
—, n=4k+3 
Exemple. 199 = —i,i1000 = 1, 12001 = į, /2010 = —1. 


Operatii си numere complexe 


1) Adunarea numerelor complexe 
Fiind date numerele complexe z4 = x4 + Wii şi z; = x; + уі, 
definim: 
Z + Za = Qa + yil) + (0 + уй = Ga + x2) + Ол + у). 
Exemplu. (2 + 30) + (5 – 0) 27 + 2i. 


2) Scáderea numerelor complexe 
Fiind date numerele complexe z4 = x4 + Wii şi Z2 = x; + yi, 
definim: 
Zi — Za = (Ху + ya) — (x2 + y2D) = 6 х) + Ол — yz). 
Exemplu. (5 – 20) – (3 – 51) = (5-3) + (—2 + 5i = 
=2 +31, 
3) Înmulțirea numerelor complexe 
Fiind date numerele complexe z; = x4 + y4i şi Z2 = х + уі, 
definim: 
Za * Za = (x1 +0 t yj) = 
= (хіх — у1у:) + Gaya + Уух). 
Exemplu. (3 – (2+1) = (6+1) c (3-2)i 2 7 +1. 
4) Împărțirea numerelor complexe 
Fiind date numerele complexe z4 = x4 + y4i $122 = x2 + y;i, 
definim: 
A» t yii Ж (Ху + yil)(x2 — vol) — 
Za х+Ууі (х›+у»)(х;—у›їЇ) 
__XaX2 + YaY2 | X234 Х1У2. 
2 2 2 2 
ху ty х2 ty? 
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1+i (1+0(2+0_2-1+(1+2)1_ 


Exemplu. ет = 0 NFN 4+1 
ЫМ Чї, 
а 


Proprietáti ale numerelor complexe 
D 21 + 22 = 21 + 22. 
2) 21-25 = Za — 22. 


8zeCoz--z. 
Exemple. а) Fiind date z4 = 1 + Ї 51 25 = 2 — i, atunci 
д +25 = 1 +25 =1-1+2 +1 = 3. 
b) Fiind date z4 = 2 + i $1725 = 1 — i, atunci 
1:25 = 1:25 = (2-0:(1+0 = 3+1. 
Modulul unui număr complex 
Modulul numărului complex z = x + yi este numărul pozitiv 
[21 = үх? + y?. 
Exemplu. Pentru z = 3 + 4i, |z| = v3? + 4? = 5. 
Proprietáti ale modulului unui numár complex 


1) 121 = 0 х = 0. 


2) |za -z2l = ll 1221. 
3) 12" = |z|”. 

Zz] lal 
4) |4 =. 

Z2 ГА 
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5) |z| = |2]. 
6) |z + 22| < [21+ 12. 


1 
7) 2:2 = |z|? — caz particular — |z| = 1527 = z 


Aplicații 
1. Să se arate că dacă z4, Z2 € C — R astfel încât |zj| = |z2| = 
= 1, atunci: 
21 + Za ` 
———— = 0, dacă zz; + —1. 
1 + 2122 
ОРОМАТ 
Solutie. |z| = |z| = 1 > 2 — $12 = 
21 22 
Știm că Im z = 00527 = 2. 
21 + 2; 21 +2 
Vom demonstra cá — eco 
І+ 212 1-ctZZ 
d cdm 
Z tz Ztz  ZatZ AtzZ zu z 
ltzz 1i-tzz itzz itzz 1,1.1 
21 22 
E 21 + 72 
© 1+27› 


6.3.2 Reprezentarea geometricá a numerelor complexe 
1) Interpretarea geometricá a unui numár complex 


Fiind dat numărul complex z = x + yi, punctul M(x,y) se 
numeste imaginea geometricá a numárului complex z. Numárul z 
se numeste afixul punctului M. 


Exemplu. Pentru z = 2 + 5i, punctul M(2,5) este imaginea 
geometrică a lui z, iar z este afixul punctului M. 
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Interpretarea geometricá a modulului unui numár 
complex 


Fiind dat numărul complex 2 = х + yi, modulul lui z 
reprezintá distanta dintre origine si imaginea geometricá a lui z. 

Exemplu. Pentru z = 3 + 4i, imaginea geometricá a lui z este 
punctul M (3, 4), iar |z| = |OM| = v3? + 42 = 5. 


Interpretarea geometricá a conjugatului unui numár 
complex 


Fiind dat numărul complex z = x + yi, conjugatul lui z este 
Z = x — yi. Imaginea geometrică a lui Z este simetricul imaginii 
geometrice a lui z fatá de axa Ox. 

Exemplu. Fiind dat z = 2 — i, atunci Z = 2- i. Imaginea 
geometrică a lui Z este punctul M (2, 1) care este simetricul față de 
аха Ox a punctului M (2, —1). 


Interpretarea geometricá a sumei a douá numere complexe 


Fiind date numerele complexe z; = x4 + y4i $122 = x2 + y;i, 
care au imaginile geometrice M4(x1,y1) si М»(х›,у»), atunci 
imaginea geometrică a sumei Z4, + 2 este al patrulea vârf 
M (4 + X2,y1 + у») al paralelogramului OM4M M5, unde О este 
originea axelor de coordonate. 

Exemplu. Fiind date numerele complexe z4 = 1 +i şi 
25 = 2 + Зі, imaginile geometrice ale acestora sunt punctele 
М; (1,1) şi M; (2, 3). Imaginea geometrică a lui z; + 2 = 
= 3+4i este punctul M(3,4) si evident OM,MM; este 
paralelogram. 


Interpretarea geometricá a diferentei a douá numere 
complexe 


Fiind date numerele complexe z; = x4 + y4i $122 = x2 + y;i, 
care au imaginile geometrice М; (x1, Y1) $1 М,(х›, Уз), atunci 
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imaginea geometrică а diferenţei Z4, —22 este imaginea 
geometrică a sumei 21 + (—2:), adică al patrulea vârf 
М(х; — x2, Yı — Уг) al paralelogramului OM4M M^, unde O este 
originea axelor de coordonate si М2(—х», = уз) este imaginea 
geometrică a lui —z; = —x2 — yi. 


Interpretarea geometricá a produsului dintre un numár 
real si un numár complex 


Fiind date numerele a€ R şi z—-x t yi € C, care are 
imaginea geometrică M(x,y), atunci imaginea geometrică a 
numărului az este punctul M (ax,ay), care este coliniar cu 
punctele О si M şi în plus ОМ = |a|OM. 


Aplicaţii 


1. Să se demonstreze că patrulaterul ABCD este paralelogram 
dacă şi numai dacă 24 + 2с = Zg + 2р. 

Solutie. Segmentele AC si BD au același mijloc O. Atunci 
ZA + 2с ZB + Zp 
——— = ———— €» Z4 t Ze = Zg + 2р. 

2 2 

2. Fie numerele complexe 21 = a + bi $ 25 = c + di, 
având ca imagini geometrice punctele А si respectiv B. Sá se arate 
21 + Za 


că Pfixul mijlocului M El segmentului [AB] este 


Solutie. Se proiectează punctele A, B, M pe axele de coordo- 


e eta , a+c b+d 
nate. Proiectiile lui M pe axe au coordonatele dm xc 


6.3.3 Rezolvarea de ecuatii in C 
Ecuatia de gradul intái cu coeficienti complecsi 
Forma ecuaţiei: az + b = 0,a,b € C. 


b 
Solutia ecuatiei: z — — Зе înmulțește cu conjugata 
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numitorului si se aduce la forma cea mai simplá. 
Exemplu. Ecuatia (1 + i)z = i are soluţia: 
i 11-0 1+i 1 1, 
z=- = L-— = - + 1. 
і+1 1-2 2 2 2 
Ecuația de gradul al doilea cu coeficienţi reali rezolvată 
în C 


Ecuația de gradul al doilea are forma: 
ax? + bx + c = 0,a,b,c E R,a + 0. 
Discriminantul ecuației este: A= b? — 4ac. 
Dacă А> 0, atunci ecuația are două soluții reale si distincte. 
Dacă A= 0, atunci ecuația are două soluţii reale si egale. 
Dacă A< 0, atunci ecuația are două soluții complex conjugate: 
—b + iV=A 
2a ` 
Exemplu. Ecuația x? — 2x + 2 = 0, are A= —4 si soluțiile: 
2+ivV4 242i | 
Miei ocn p USE 


Ecuatia de gradul al doilea cu coeficienti complecsi 
rezolvată in C 


X12 = 


Ecuatia de gradul al doilea are forma: 
ax? + bx + с = 0,a,b,c E Са + 0. 
Discriminantul ecuaţiei este: A= b? — 4ac = (m + ni)?, 
unde m si n urmeazá sá se determine. 

DEVA —b+(m+ni) 
2a 7 2a А 
Exemplu. Ecuația z? — iz — 1 — i = 0 are A= i? + 

+4(1 + i) = i? + 4i + 4 = (i + 2)2. Soluţiile ecuaţiei sunt: 

i+ JG+2)2 ї+(ї+?2) 

2 БЕГ 


Soluţiile ecuaţiei sunt: x4? = 


X12 = —x-ictix, --1. 
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7. Functii si ecuatii 
7.1 Functii 
7.1.1 Injectivitate, surjectivitate, bijectivitate. Functii 
inversabile 

Injectivitate 

Definiţie. O funcţie f : A B se numeşte injectivă dacă 
oricare ar fi a, b € A,a + b, rezultă f (a) = f (b). 

Consecintá. O functie f : A B este injectivá dacá oricare 
ar fi a, b € A, astfel încât f (a) = f (b), rezultă a = b. 

Exemplu. Funcţia f : R > R,f(x) = 3x + 1 este injectivá 
deoarece f (a) = f(b)>3a+1=3b+1>a=b. 

Observaţie. O funcţie f : A э B nu este injectivă dacă 
există a, b € A,a = b, astfel încât f(a) = f (b). 

Exemplu. Funcția f : R > R, f(x) = x? — 4x + 3 nu este 
injectivă deoarece 1 7 3 si f (1) = f (3) = 0. 

Modalitate graficá de a verifica dacá o functie numericá 
este sau nu injectivá 

O functie numericá f : A B este injectivá dacá orice 
paralelá la axa Ox dusá prin punctele codomeniului, intersecteazá 
graficul functiei in cel mult un punct. 


Surjectivitate 

Definiţie. O funcţie f : А > В se numeşte surjectivá dacă 
oricare ar fi b € B, existá cel putin un element a € A astfel incát 
f(a) = b. 

Consecințe. 
1) O funcţie f : A > B este surjectivă dacă Im f = B. 
2) O funcţie f : A > B este surjectivă dacă oricare ar fi b € B, 
ecuaţia în x, f(x) = b are cel puţin o soluţie în mulţimea A. 

Exemplu. Funcţia f:(1,2,3) > {a,b}, f(1) = f(2) = а, 
f (3) = b, este surjectivá deoarece Im f = B. 

Observaţie. O funcţie f : А B nu este surjectivă dacă 
existá cel putin un punct b € B, astfel incát oricare ar fi a € A, 
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fla) = b. 
Exemplu. Funcţia f: Z > Z, f (x) = x? nu este surjectivá 
deoarece ecuaţia f (x) = —5 €» x? = —5 nu are soluții în Z. 


Modalitate graficá de a verifica dacá o functie numericá 
este sau nu surjectivá 

O funcţie numerică Ё: A >B este surjectivă dacă orice 
paralelă la axa Ox dusă prin punctele codomeniului, intersectează 
graficul funcţiei în cel puţin un punct. 


Bijectivitate 

Definiţie. O funcţie f : A — B se numeşte bijectivă dacă este 
injectivă şi surjectivă. 

Consecintá. O funcţie f : А > B este bijectivă dacă si numai 
dacă oricare ar fi b € B, există un unica € A astfel încât f(a) = 
= b. 

Exemplu. Funcţia f : R > К, (х) = 4x —3 este evident 
atát injectivá cát si surjectivá si atunci este bijectivá. 

Observatie. O functie f : A B nu este bijectivá dacá nu 
este injectivá sau nu este surjectivá. 

Exemple. Funcţia f : R > В, (х) = x? – 4x c 3 nu este 
injectivă, iar funcţia f:Z > 2, f(x) = x? nu este surjectivă si 
atunci cele douá functii nu sunt bijective. 


Modalitate graficá de a verifica dacá o functie numericá 
este sau nu bijectivá 

O funcţie numerică f: A — B este bijectivă dacă orice 
paralelă la axa Ox dusă prin punctele codomeniului, intersectează 
graficul funcţiei într-un singur punct. 


Inversabilitate 


Definiţie. O funcţie f : A B se numeşte inversabilă dacă 
există o funcţie g : B — A astfel încât gof = 14 şi fog = 1g. 
Exemplu. Funcţia f : R > R, f(x) = 2x + 1, este inversabilă 


63 


a 
deoarece pentru funcţia g : R > R, g(x) = 


foto = f(g69) = 1 (555) 22-555 asi 


2 
(gof)() = gf) = gQx + 1) = ———— = x. 
Consecintá. O funcţie f : A B este inversabilá dacă si 
numai dacă este bijectivá. Inversa funcţiei f se notează cu f 1. 
Exemplu. Funcţia f : R э К, f(x) 2x +2 este bijectivá 
deoarece este injectivá si surjectivă. 


Interpretare geometricá 
Graficele a două funcţii inverse f şi f-1 sunt simetrice faţă de 
prima bisectoare. 


7.1.2 Funcţia putere cu exponent natural 


Definiţie. Funcţia f : R > R, f (x) = х", unden E N,n + 0 
se numeste functie putere de gradul n. 

Dacá n este par graficul functiei este prezentat in fig. 1, iar 
dacă n este impar graficul funcţiei este prezentat în fig. 2. 


» y 


fig.1 fig. 2 
Observatie. Reprezentarea graficá a unei astfel de functii se 
face prin puncte. 


7.1.3 Functia radical 


[0, 09) > R, f(x) = Vx,n par da 


Definiţie. Funcţia f: : 
R >R, f(x) = Vx, n impar 
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numeste functie radical de ordinul n. 
Dacá n este par graficul functiei este prezentat in fig. 1, iar 
dacă n este impar graficul funcţiei este prezentat în fig. 2. 


y у 
О X | X 
fig. 1 fig. 2 


Observatie. Reprezentarea graficá a unei astfel de functii se 
face prin puncte. 


7.1.4 Functia exponentialá 
Definiţie. Dacăa > 0 şi a + 1, functia f: К ә (0, оо), 
f(x) = a* se numeşte funcţie exponențială. 
Observaţie. Funcţia exponențială este bijectivă şi inversabilă. 


Monotonia funcţiei exponentiale 
1) Dacá 0 « a « 1, functia exponentialá este strict descrescátoare 
pe R. 
2) Dacá a > 1 functia exponentialá este strict crescátoare pe К. 


Graficul functiei exponentiale 
Dacá 0 « a « 1 graficul functiei este prezentat in fig. 1, iar 
dacá a > 1 graficul functiei este prezentat їп fig. 2. 


у y 
О X O x 
fig. 1 fig. 2 
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Observatie. Reprezentarea graficá a unei astfel de functii se 
face prin puncte. 


7.1.5 Functia logaritmicá 


Definiţie. Dacăa > 0 şi а + 1, funcția f : (0, оо) > R, 
f(x) = loga x se numeşte funcţie logaritmică. 

Observaţie. Funcţia logaritmică este bijectivă şi deci inver- 
sabilă, inversa ei fiind funcţia exponențială cu aceeaşi bază ca 
funcţia logaritmică. 


Monotonia funcţiei logaritmice 
1) Dacă 0 <a < 1, funcţia logaritmică este strict descrescătoare 
pe (0, со). 
2) Dacá a > 1 functia logaritmicá este strict crescátoare pe 
(0, co). 


Graficul functiei logaritmice 
Dacá 0 « a « 1 graficul functiei este prezentat in fig. 1, iar 
dacá a > 1 graficul functiei este prezentat їп fig. 2. 


y у 
О X O х 
fig. 1 fig. 2 


Observatie. Reprezentarea graficá а unei astfel de functii se 
face prin puncte. 


7.2 Ecuatii 
7.2.1 Ecuatii, inecuatii si sisteme de ecuatii irationale 
Ecuatii irationale 


Orice ecuatie їп care necunoscuta se gáseste sub unul sau mai 
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multi radicali se numeste ecuatie irationalá. 

Înainte de rezolvarea unei ecuaţii iraționale se pun condiţiile: 
1) funcţiile de sub radicalii de ordin par să fie > 0. 

2) ambii membri ai ecuaţiei trebuie să aibă acelaşi semn. 

Pentru rezolvarea unei ecuaţii iraționale nu există o metodă 
generală. Prin diverse metode, ecuaţia trebuie transformată 
succesiv. într-o ecuaţie care nu mai contine radicali şi care poate fi 
rezolvată folosind cunoştinţele acumulate. 

Printre metodele folosite amintim: 

a) ridicarea succesivă la putere; 

b) folosirea formulelor pentru radicalii compuși; 

c) folosirea proprietăţilor proporţiilor; 

d) înmulțirea ecuaţiei cu expresii conjugate; 

e) amplificarea unor fracţii cu conjugata numitorului; 
f) efectuarea unor substitutii. 


Exemplu. Să se rezolve în R ecuația: 
Vx+2—V2—x = 2. 
Soluţie. Punem mai întâi condiţiile: x + 2 2 0şi2—x > 0, 
care prin rezolvare ne dau x € [—2, 2]. Trecem radicalul —y2 — x 
în partea dreaptă pentru a pozitiva ambii membri și obţinem: 


ух+2=у2—-х+2. 

Ridicám la pátrat ambii membri ai ecuatiei si obtinem: 
х+2=2-—-х+4+4у2—-х©2х-—-4=4у2-х© 
€» x — 2 = 2y2 — x. Punem condiţia suplimentară x — 2 >0‹= 
x € [2, œ). Condiţia este acum x € [—2,2] n [2, œ) = (2). 
Ridicánd la pătrat obţinem (x — 2)? = 0 & x = 2, care este 
solutie corectá deoarece 2 € {2}. 

Inecuatii irationale 


Orice inecuatie in care necunoscuta se gáseste sub unul sau 
mai multi radicali se numește inecuatie iraţională. 
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Înainte de rezolvarea unei inecuatii irationale se pun condiţiile 
ca funcţiile de sub radicalii de ordin par să fie > 0. 

Pentru a ridica la putere pară ambii membri ai inecuatiei, 
aceştia trebuie să aibă acelaşi semn. 

Pentru rezolvarea unei inecuatii iraționale nu există o metodă 
generală. Prin diverse metode, inecuatia trebuie transformată 
succesiv. într-o inecuatie care nu mai contine radicali si care poate 
fi rezolvată folosind cunoștințele acumulate. 

Printre metodele folosite amintim: 

a) ridicarea succesivă la putere; 

b) folosirea formulelor pentru radicalii compuși; 

c) amplificarea unor fracţii cu conjugata numitorului; 
d) efectuarea unor substitutii. 

Exemplu. Sá se rezolve inecuatia x + 1 € vx? + 1. 

Solutie. Evident x? + 1 > 0. Avem două cazuri: 
а)х+1<0‹х<—1‹Фх Є (—о,—1], caz în care avem: 

х + 1 < 0 < ух? + 1-1 atunci inecuatia este satisfăcută de orice 
x € (—oo, —1]. 

b) х+1> 0 хр -1 х Є (-1,-o). Putem acum ridica la 
pátrat ambii membri ai inecuatiei si obtinem: 
х?+2х+1<х°+1‹Фх<0‹х Є (—o,0] Soluţia 
inecuatiei este (—1, +оо) n (—с,0] = (—1,0]. 

Soluţia finală este: (—оо, —1] u (—1,0] =(—%, 0). 


Sisteme de ecuatii irationale 


Orice sistem de ecuaţii în care cel puțin o necunoscută se 
găseşte sub unul sau mai mulți radicali se numește sistem de 
ecuaţii iraționale. 

Înainte de rezolvarea unui sistem de ecuaţii iraționale se pun 
condiţiile: 

1) funcţiile de sub radicalii de ordin par trebuie să fie > 0. 
2) ambii membri ai ecuaţiei trebuie să aibă acelaşi semn. 
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Pentru rezolvarea unui sistem de ecuatii irationale nu existá о 
metodá generalá. Prin diverse metode, sistemul de ecuatii trebuie 
transformat succesiv într-un sistem în care măcar o ecuaţie nu mai 
conţine radicali şi care poate fi rezolvat folosind cunoştinţele 
acumulate. 

Printre metodele folosite amintim: 

a) ridicarea succesivă la putere; 

b) folosirea formulelor pentru radicalii compuși; 

c) amplificarea unor fracţii cu conjugata numitorului; 
d) efectuarea unor substitutii. 


E lu. Să lve si 1 | “га. 
xemplu. Să se rezolve sistemul: Vx . 
х+уу=7 


Solutie. Notám үх = u si NI — v si obtinem sistemul: 
| +v? = 25 
u+v=7 
и = 4,0 = 3. Atunci x = 9,y = 16 sau x = 16,y = 9. 


, care prin rezolvare ne dă soluţiile: u = 3,v = 4 si 


7.2.2 Ecuatii, inecuatii şi sisteme de ecuații exponentiale 
Ecuatii exponentiale 


Orice ecuatie in care necunoscuta sau o expresie care contine 
necunoscuta se gáseste la exponent se numeste ecuatie exponen- 
tialá. 

În cadrul rezolvării unei ecuaţii exponentiale se foloseşte 
injectivitatea funcției exponentiale: а/ 0) = q900— f(x) = g(x). 

Există câteva categorii de ecuaţii exponentiale: 

1) а> 0,а + 1,b > 0,af® = ро f(x) = loga b. 

Exemplu. Ecuația 3* = 2 —x = log; 2. 

2) а> 0,а + 1,af® = а9® o f(x) = g(x). 

Exemplu. Ecuația 2^°+1 = 22% ex? +1 = 2x x = 1. 

3) a,b >0,a + 1,Ь + 1a + b,af™® = bI®), Se logaritmează 
ecuația într-o bază c > 0 sic + 1. 
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Exemplu. Ecuația 2%*1 = 3*7? se logaritmeazá în baza 2 si 


se obţine: (x + 1) = (x —2)log;3 >x = ·--. 
4) Ecuatii їп care se foloseste o substitutie. 

Exemplu. Pentru ecuatia 2* + 4* = 72 se foloseste 
substitutia 2* = y si ecuaţia devine: y? + y — 72 = 0. 


Inecuatii exponentiale 


Orice inecuatie in care necunoscuta sau o expresie care 
contine necunoscuta se gáseste la exponent se numeste inecuatie 
exponentialá. 

Pentru rezolvarea unei inecuatii exponentiale nu existá o 
metodă generală. Prin diverse metode, inecuatia trebuie 
transformată succesiv în una sau mai multe inecuatii mai simple 
care pot fi rezolvate folosind cunoştinţele acumulate. 

În cadrul rezolvării unei inecuatii exponentiale se folosește 
proprietatea funcţiei exponentiale: 

a) dacă 0 < a < 1, atunci а7 © < a90 o f(x) > g(x). 
b) dacă a > 1, atunci a/ C9 < а9®9 e f(x) < g(x). 

Exemplu. Pentru a rezolva inecuatia 2* + 4* < 2 se face 
substitutia 2% = y, se obţine inecuatia y? + y — 2 < 0, care are 
soluția y E (—2,1)& —2«y «1e —2«2*«1. 
2*>-2>xER si 2*«12*«29-—x«0. Soluția 
inecuatiei este: x € R N (—оо, 0) = (—oo, 0). 


Sisteme de ecuații exponentiale 


Orice sistem de ecuații în care necunoscuta sau o expresie care 
conține necunoscuta se găseşte la exponent se numeşte sistem de 
ecuații exponentiale. 

Pentru rezolvarea unui sistem de ecuații exponentiale nu există 
o metodă generală. Prin diverse metode, sistemul de ecuații 
trebuie transformat succesiv într-un sistem care poate fi rezolvat 
folosind cunostintele acumulate. 

Printre metodele folosite amintim: 
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a) impártirea membru cu membru a се1ог douá ecuatii; 
b) înmulțirea membru cu membru a celor două ecuații; 
с) logaritmarea uneia sau ambelor ecuaţii; 


d) efectuarea unor substitutii. 
Exemplu. Pentru a rezolva sistemul 5 2 596 ѕе 
4х . 39 = 48 
înmulţesc membru cu membru cele două ecuaţii şi se obţine: 
12% : 12Y = 122212*» = 125>x+y=3>y=3-—x. 
Se înlocuieşte y cu 3 — x si se obține o ecuaţie exponențială. 
3* - 43-х = 36, cu soluţia x = 2. Rezultă у = 1. 


7.2.3 Ecuatii, inecuatii şi sisteme de ecuații logaritmice 
Ecuatii logaritmice 
Orice ecuatie in care necunoscuta sau o expresie care contine 


necunoscuta se găseşte ca bază sau argument al unui logaritm se 
numeşte ecuaţie logaritmică. 

Înainte de rezolvarea unei ecuaţii logaritmice se pun condi- 
tiile: 
1) funcţiile de sub logaritmi să fie > 0. 
2) funcţiile ce reprezintă bazele logaritmilor să fie > 0 şi diferite 
de 1. 

În cadrul rezolvării unei ecuații logaritmice se foloseşte 
injectivitatea funcţiei logaritmice: loga f(x) = loga g(x) => 
> f(x) = gx). 

Există câteva categorii de ecuații logaritmice: 
1) log) 9(х) = aa E R > g(x) = (х). 

Exemplu. logy(x? — 2x + 4) = 2. 
Se pun mai întâi condiţiile: x? — 2x + 4 > 0 six > 0,x + 1. 
Rezultă x € (0, 1) U (1, +оо). Ecuația devine x? — 2x + 4 = x?, 
Cu soluția x = 2, care este corectă deoarece 2 € (0, 1) О (1, +оо). 
2) a > 0,a = 1,log, f(x) = loga g(x) > f(x) = g). 

Exemplu. log;(x? + x + 1) = logz (x? + 2x + 2). 
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Se pun mai întâi condiţiile: x? + x + 1 > 0,x2+2x+2 > 0, 
care după rezolvare ne dau x € R. 
log;(x? + x + 1) = log, (x? + 2x + 2)>x2+x+1=x2+ 
+2x + 2 > x = —1, soluţie corectă. 
3) Іов ух) g(x) = logg) f (x). Se folosește formula: 


logo; f(x) = КТУУ si se obtine ecuatia: 


1 
loge; g(x) = log; 5909 > logge; g(x) = £12 g(x) = 
= р(х)". 
Exemplu. log, 4 (x + 1) = loga (x — 1). 
Se pun condiţiile: x +1 > 0, x 125 0,х+1+ 1,х-1 +1 
—x»1six-z2. 
Se obţine ecuaţia x + 1 = (x — 1). 
a) x+1l=x—1>1=—1, fals. 


1 
b) xelc—2x'-1-15x!-2 x = +0. 


Corectă este soluția x = v2. 
Inecuatii logaritmice 


Orice inecuatie în care necunoscuta sau o expresie care 
conţine necunoscuta se găseşte ca bază sau argument al unui 
logaritm se numeşte inecuatie logaritmică. 

Înainte de rezolvarea unei inecuatii logaritmice se pun condi- 
tiile: 

1) functiile de sub logaritmi să fie > 0. 
2) funcţiile ce reprezintă bazele logaritmilor să fie > 0 şi diferite 
de 1. 

Pentru rezolvarea unei inecuatii logaritmice nu există o 
metodă generală. Prin diverse metode, inecuatia trebuie 
transformată succesiv în una sau mai multe inecuatii mai simple 
care pot fi rezolvate folosind cunoştinţele acumulate. 
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Ín cadrul rezolvárii unei inecuatii logaritmice se foloseste 
proprietatea functiei logaritmice: 
а) dacă 0 < a < 1, atunci loga f (x) < loga 9(х) ef (x) > g(x). 
b) dacă a > 1, atunci loga f (x) < loga g(x)ef (x) < g(x). 
Exemplu. log;(x — 1) > 3. Se pune condiţia x — 1 > 0— 
>x > 1х Є (lo). 
log>(x — 1) > 3> log;(x — 1) > log,9=—>x—1>9=—x > 10 
Soluţia va fi x € (1, оо) n (10, о) = (10, oo). 


Sisteme de ecuatii logaritmice 


Orice sistem de ecuatii in care necunoscuta sau o expresie care 
contine necunoscuta se gáseste ca bazá sau argument al unui 
logaritm se numeste sistem de ecuatii logaritmice. 

Pentru rezolvarea unui sistem de ecuatii logaritmice nu existá 
o metodá generalá. Prin diverse metode, sistemul de ecuatii 
trebuie transformat succesiv într-un sistem care poate fi rezolvat 
folosind cunoştinţele acumulate. 
х+у=5 
log x + log2y = 2' 
y > 0. A doua ecuaţie se scrie: log; xy = 2 > xy = 4. 

Rezolvând sistemul 


Exemplu. | Se pun condiţiile x > 0, 


dd =5 
xy =4 
obţinem x = 1,y = 4saux = 4,y = 1. 
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8. Metode de numárare 
8.1 Multimi finite ordonate 


Definiţie. Multimea A se numeşte mulţime finită dacă A = @, 
caz în care mulțimea A are О elemente, sau dacă există numărul 
natural n > 1 si o funcţie bijectivă f : (1,2,-::,n) > A. 

Numărul natural n este numărul elementelor mulțimii finite şi 
se numeşte cardinalul mulţimii A. Se notează n = card(A), sau 
n= А. 

Exemplu. Multimea A — (a, b, c) are cardinalul 3. 


Proprietăţi ale mulțimilor finite 
1) Dacá multimile A si B sunt finite si existá o functie bijectivá 
f:A >B, atunci A = B. 
2) Dacá multimile A si B sunt finite si Ап B = @, atunci mul- 
timea A U B este finită si AU B = А + B. 
3) Dacá multimea A este finitá si B C A este o submultime a sa, 
atunci A — B este mulţime finită și A — B = А — B. 


Definiţie. О mulțime finită A, împreună cu o ordine de 
dispunere a elementelor sale bine determinatá se numeste multime 
ordonată. 

Exemplu. Fiind dată mulţimea A = (1,2,3) se pot forma 
mulțimile ordonate (1,2, 3), (1,3, 2), (2, 1,3}, {2, 3, 1}, {3, 1, 2,}, 
{3,2,1}. Aceste mulțimi au aceleaşi elemente, dar diferă prin 
ordinea elementelor. 


Probleme de numărare importante 


1) Fiind date mulțimile A si B finite, A=m,B =n, atunci 
numărul funcţiilor f : A > B este egal сип". 

2) Fiind dată mulţimea A având n elemente, atunci numărul de 
submultimi ale mulţimii A este egal cu 2". 

3) Fiind date multimile A si B finite, А = т,В = п, atunci 
mulțimea А х B este finită şi АХВ = А x B. 
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8.2 Permutári 


Definitie. Fiind datá multimea A finitá, orice multime ordona- 
tá care se poate forma cu elementele multimii A se numeste per- 
mutare a multimii A. 

Dacá multimea A are n elemente, atunci numárul permutárilor 
mulțimii A îl notăm cu P, 2n! 2 1: 2-3: mn. 

Convenim са Ро = 0! = 1. 

Relaţii de recurentá. P, = n: P4 .,; P, = n(n— 1): Pra. 

Remarcá. Fiind date multimile A si B avánd fiecare cáte n 
elemente, atunci numárul functiilor bijective f : A B este egal 
cu n!. 

Exemple. а) 5! = 1:2 :3:4:5 = 120. 

b n! 1:2:-:(n—1):n 
) (n—-1)!  1:2-:-5(n-1) — 


8.3 Aranjamente 

Definiţie. Fiind dată mulţimea A având n elemente, atunci 
submultimile ordonate cu m elemente, m < n ale mulțimii A se 
numesc aranjamente de n luate câte m. 

Numărul aranjamentelor de n luate câte m se notează A% 

n! 
(n — т)! 

Observaţie. 40 = 1,47 = nl. 

Relaţii de recurentá. A? = п · AT-1; Ат+1 = (n — m) - AT. 

Remarcá.  Fiind datá multimea A avánd m elemente si 
mulțimea B având n elemente, m < n, atunci funcţii injective 
f: A >B sunt în număr de А". 

5! 51 5-4-3! 
(5-2) 3! 3 
b) Numere de 5 cifre distincte care să înceapă cu cifra 1 sunt Ад. 


8.4 Combinări 
Definiţie. Fiind dată mulţimea A având n elemente, atunci 
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și este egal cu 


Exemple. a) 42 = = 20. 


submultimile cu m elemente, m < n ale mulțimii А se numesc 
combinári de n luate câte m. 

Numărul combinărilor de n luate câte m se notează Су" si este 

n! n(n — 1)(п — 2)-::-(n—m+1) A} 

(n—-m)m! 1:2:3---:-m Pa 
Observaţie. C? = 1,С = 1. 
Formula combinărilor complementare. Су" = Cp. 
Relaţii de recurenţă. 


n 
TH. m 
а) Cn = mi 


egal cu 


b) Cm = P em 
n m n-1 
c) C = Cm + Cm, 


Remarcă. Fiind dată mulțimea A având n elemente, atunci 
numărul submultimilor mulțimii A este egal cu 2". 


PE iu a 
Exemple.a) C; = = 10. 


1-273 
А n(n — 1)(n — 2) 
b) n 1:23 .n- 
CZ n(n — 1) 3 
1-2 


8.5 Binomul lui Newton 


Formula binomului lui Newton 
(a + b)" = С0а" + Clan 1b + -+ Ска" крк +-+ Спр". 
Coeficientii binomiali sunt: CP, C1, C2, --., CH. 
Termenul general al binomului este: Tea = Ска? pF, 
Sume cu coeficienţi binomiali cunoscute: 
a) CP + Ci C2+ ++ 0-2" 
b) CO — C} + C2---—-(-1 С" = 0; 
c) C + C2 + Cd b e 2775 
d) CÀ- C3 + Ch 0-2", 
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Exemple. а) (х + 1)* = x* + Clx?  C2x? + Cx +1 = 
= xí + 4x? + 6x? t Ax +1. 
8 
b) Termenul la patrulea al dezvoltării (М? + v3) este: 


8-3 3 
Т, = Taxa = CQ(V2) УЗ = 56: 4V2- 3V3 = 672V6. 


Aplicații 
n 
1. Să se calculeze suma următoare: e k!-k; 
n n n 
Solutie. У k!'k= X k(k+1-1)= X [kk 9 0 - x1] E 
К=1 К=1 К=1 


п 
= àl« DHR = (21-1) +..+[(т+1)!=л!] = an. 
2. Sá se rezolve ecuaţia А2 = 42. 


Solutie. А? = 42 > x(x-1)=42 > x° -x-42=0> 
= x = —6 sau x= 7 . Corespunde х=7. 


3. Să se determine x, y,n є N dacă în dezvoltarea: 


n 
(x+y) avem: T) = 240,73 = 720, T, =1080. 


Solutie. 
Clay = 240; C26" 7 y? = 720; C23" Зу? = 1080 
Împărțim membru cu membru prima relaţie la a doua şi a doua 


ИДИ у, ды E e x 
la a treia si scoatem din fiecare relatie obtinutá raportul: y 


x n-lx 2n-4 x п-1 2n-4 


, 


y 6 y 9 y 6 9 
»no3xe2,y-23. 
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9. Elemente de probabilitáti 
9.1 Evenimente. Operatii cu evenimente 


Evenimente 


Definiţie. Numim eveniment orice situaţie determinată de 
unul sau mai multe posibile rezultate ale unei experienţe. 

Evenimentele se reprezintă în matematică ca mulţimi ce conţin 
probele care le realizează. 

Evenimentele care pot fi realizate de o singură probă se 
numesc evenimente elementare, iar evenimentele care pot fi 
realizate de cel puţin două probe se numesc evenimente compuse. 

Exemplu. Considerăm experiența aruncării unui zar. 
Evenimentul apariţiei feţei cu numărul 3 este un eveniment 
elementar. Evenimentul apariţiei unei fete cu număr par este 
evenimentul apariţiei unei fete cu unul din numerele: 2 sau 4 sau 6 
şi este un eveniment compus. 


Definiţie. Evenimentul care nu se realizează la nici o probă a 
experienţei se numeşte eveniment imposibil. 


Definiţie. Evenimentul care se realizează la fiecare efectuare a 
unei experienţe se numeşte eveniment sigur. 

Exemplu. Considerăm experiența aruncării unui singur zar. 
Evenimentul obţinerii unui număr mai mic decât 12 este 
evenimentul sigur, deoarece orice număr apare pe zar este mai 
mic decât 12. Evenimentul obţinerii numărului 12 este 
evenimentul imposibil, deoarece 12 nu poate apare pe nici o față 
a zarului. 


Definitie. Evenimentele A si B se numesc compatibile dacá 
existá probe care le realizeazá simultan. 

Evenimentele A si B se numesc incompatibile dacă nu există 
nici o probă care să le realizeze simultan 

Exemplu. Considerăm experiența aruncării unui singur zar. 
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a) Evenimentul A al obtinerii pe o fatá а unui numár multiplu de 3 
este А = (3,6). Evenimentul B al obţinerii pe o faţă a unui număr 
mai mic decât 4 este B = (1,2,3). Cele două evenimente sunt 
compatibile deoarece 3 este proba care le realizează simultan. 

b) Evenimentul A al obţinerii pe o faţă a unui număr mai mic decât 
3 este A = (1,2). Evenimentul B al obţinerii pe o faţă a unui 
număr mai mare decât 4 este B = (5,6). Cele două evenimente 
sunt incompatibile deoarece nici o proba care le realizează 
simultan. 


Operații cu evenimente 


1) Reuniunea a două evenimente A şi В se notează cu АОВ şi 
este evenimentul care se realizează atunci când se realizează 
evenimentul A sau se realizează evenimentul B. 
2) Intersecţia a două evenimente A si В se notează cu AN B si 
este evenimentul care realizează simultan evenimentele A şi B. 
3) Evenimentul contrar evenimentului A se notează AC este 
evenimentul care se realizează atunci când nu se realizează 
evenimentul A. 

Exemple. Considerăm experiența aruncării unui singur zar şi 
evenimentele: 
A — evenimentul apariţiei unui număr par, 
B — evenimentul apariţiei unui număr mai mic decât 4 
C — evenimentul apariţiei unui număr mai mare decât 3. 
Atunci avem: А = (2,4,6),B = (1,2,3),C = {4,5,6}. Evident: 
AUB = (1,2,3,4,6), А ПВ = (2), iar evenimentul B este contrar 
evenimentului C. 


9.2 Probabilitatea unui eveniment 


Definiţie. Numim probabilitatea unui eveniment raportul 
dintre numărul cazurilor favorabile realizării evenimentului şi 
numărul cazurilor egal posibile. 

Probabilitatea evenimentului A se notează P(A). 


79 


Exemplu. Considerám o urná care contine 3 bile albe si 5 bile 
negre. Numárul cazurilor egal posibile este 8. Probabilitatea ca ex- 


Axa: 2 z ы 3. bs 
trágánd o bilá din urná aceasta sá fie albá este g iar probabilitatea 
D y 5 
ca bila să fie neagră este g 


9.3 Proprietăţi ale probabilităților 


1) 0 < P(A) < 1; P(E) = 1,Р(@) = 0. 
2) Р(А©) = 1 — P(A). 
3) Dacă A si B sunt evenimente compatibile atunci: 

P(A U B) = P(A) + P(B) – P(A п B). 

Exemple. a) Se aruncă două zaruri. Notăm cu A evenimentul 
ca 5 să nu apară şi cu AC evenimentul contrar, adică evenimentul 
ca 5 să apară cel puţin o dată. 

Бү“ | 11 


P) = (2) = Р(4©) =1-Р(А) = 1- (2 === 


b) Aruncánd un zar, sá calculám probabilitatea aparitiei unui 
numár mai mic decát 4 sau a unui numár par. Notám: 
A — evenimentul aparitiei unui numár mai mic decát 4; 
B — evenimentul aparitiei unui numár par. 
Evident A = {1,2,3} şi B = {2,4,6} si An B = (2). 
1 5 


P(AUB) = Р(А) +Р(В) -PAnB) = +$- +=, 


9.4 Probabilitáti conditionate 


Definiţie. Fiind date două evenimente A si B cu P(B) > 0, 
probabilitatea evenimentului A condiţionată de evenimentul B 
(ştiind că s-a realizat B) este: 


PB) 
Din formula de mai sus rezultă P(A n B) = Р(В) · Рь(А). 
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Exemplu. О urná contine 4 bile albe si 3 bile negre. Se extrag 
pe rând din шпа 2 bile si se pun pe masă. Determinăm 
probabilitatea sá avem pe masá o bilá albá si una neagrá in aceastá 
ordine. 

Notám: A —evenimentul de a obtine o bilá albá la prima extragere 


B —evenimentul de a obtine o bilá neagrá la a doua extragere. 


P(An B) = P(A)- P(B) = LiL 


9.5 Evenimente independente 


Definiție. Două evenimente A si B se numesc independente 
dacă P(A n B) = P(A) : P(B). 
Exemplu. Doi vânători trag simultan asupra unui lup. Proba- 


Е : д. эы 1. E 
bilitatea ca primul vânător să atingă lupul este 3 şi probabilitatea 


, S у 1 A : 
ca al doilea vânător să atingă lupul este T Notând cu A 51 B eve- 


nimentele ca primul vânător şi respectiv al doilea vânător să 


atingă lupul, constatăm că acestea sunt independente si atunci: 
P(AnB) = P(AÀ): P(B) =2:2= = 
34 12 
9.6 Schema lui Poisson 


Se considerá n urne continánd bile albe si negre, urna i conti- 
nând а; bile albe si bj bile negre. Se extrage din fiecare urnă câte o 
bilă. Notând cu р;,і = 1,2,:::,n probabilitatea ca extrăgând din 
urna i о bilă aceasta să fie albă şi q; = 1 — pj, atunci probabilita- 
tea obținerii a k bile albe si n — k bile negre este egală cu coefici- 
entul lui x* din dezvoltarea polinomului: 

(pix + q1) (pax + q2) (р„х + dn). 

Exemplu. Se consideră 3 urne care contin: prima 2 bile albe si 
3 bile rosii, a doua 3 bile albe si 4 bile rosii, iar a treia 4 bile albe 
şi 5 bile roşii. Din fiecare urnă se extrage câte o bilă. Avem: 
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_2 _3 _3 _4 _4 созде, Was 
Pi ga ze pa ph gh 5` olinomul este: 


Е *36 «3G +2) 
Ио rig 


Probabilitatea obtinerii unei bile albe si douá rosii este egalá cu 


coeficientul lui x al acestui polinom. Acest coeficient este egal cu: 
245 335 344 


9.7 Schema lui Bernoulli 


Schema lui Bernoulli este un caz particular al schemei lui 
Poisson în care urnele sunt identice. Atunci p, = p; = + = Pn = 
=р5їйү = q2 = `` = qn = q = 1 — p. Atunci probabilitatea de 
a obţine k bile albe si n — k bile negre este egală cu coeficientul 
lui х“ din dezvoltarea binomului (px + 9)", adică СЁрКа" К. 

Exemplu. Se aruncă de 5 ori o monedă. Probabilitatea de a 


s 1.4. " : 1 
obţine stema este 5 iar probabilitatea de a obţine banul este n 


Polinomul este: 
1\5 
(zx + z) . Probabilitatea de a obține de 3 ori stema si de 2 


3 2 
7, F "e 1 1 
banul este egală cu coeficientul lui x3, adică CE · Ө : Ө А 


9.8 Variabile aleatoare 


Definitie. Se numeste variabilá aleatoare o márime care sub 
influenta unor factori aleatori ia o multime finitá de valori. 


TOT NEM Ху X2 Хз c Xn 
O variabilá aleatoare X are distributia X ( jJ. 

i Pi P2 рз `” Pn 

unde X4, X2, Xa, ** ,Xn sunt valorile posibile, iar pu, р», рз, 


„*** ,Pn sunt probabilitățile cu care variabila X ia aceste valori. 
Observaţie. р; + p; += t p, = 1. 
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Exemplu. Variabila aleatoare care dá numárul punctelor la 
123456 
aruncarea unui zareste: X| 1 1 1 1 1 1]. 


Operatii cu variabile aleatoare 


2. . XQ X2 * Xn 
1) Fiind date a€R si x (pi jj oo Pa 
adunarea variabilei X cu numárul a: 


а+хуа+х, ~ а+х 
а+Х 
( Pı p2 р ) 


Pe X: ... Х. 
2) Find date a€R si X [s р, А. р} atunci definim 
n 


produsul variabilei X cu numărul a: 


axı QX2 с ах 
x( Pi P2 ` Pn ) 
v A X1 X2 `7 Xn) . 
3) Suma variabilelor independente X 5. p =p ) şi 
n 
Yı Y2 `7” Yn Xicyi X2 +у; Uo Xn t Yn 
: Х+Ү 
a 492 '" a.) ( Piu P202 M P 
4) Produsul variabilelor independente X Bs 5i o 2) 51 
n 
үр Jc ous 2 (o Xa Ya " Xiyj c7 c) 
Q q2 ^" 92 Pıqı Р192 ` Djdj ^" PDndn^ 
Valoarea medie a unei variabile aleatoare 
: ii Xi X2 с” Xn 
Valoarea medie a variabilei aleatoare X [fs ру? 2) este 


numărul М(Х) = рух; + рх + + PnXn. 
Proprietăţile valorilor medii 
Dacă a € R şi variabilele aleatoare sunt independente, atunci: 
1) М(а+Х)=а+М(Х); 
2) M(aX) = aM(X); 
3) M(X - Y) = М(Х) + M(Y); 
4) M(XY) = М(Х)М(Ү). 
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Dispersia unei variabile aleatoare 

Xi X2 * Xn 
Pı P2 ~" Pn 
D? (X) = M[(X — m)?] = р, (х, — т)? + р(х — m)? +++ 
+pn (xn — m)?, unde m = М(Х). 

Este adevărată de asemenea formula D? (X) = M(X?) — (М(Х))?. 


Dispersia variabilei aleatoare X ( ) este numărul 


Proprietățile dispersiei 


1) D? (aX) = a? D? (X); 
2) D? (a + X) = D? (X); 
3) D?(X +Y) = D?(X) + D? (Y). 


Abaterea medie pătratică a unei variabile aleatoare 


Abaterea medie pătratică a unei variabile aleatoare X este: 


D(X) = VD? (X). 
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10. Elemente de calcul matriceal si sisteme de 
ecuatii liniare 
10.1 Permutări 


Definiţie. Numim permutare de gradul n orice funcție 
bijectivă o: (1,2, =n} > (1,2, ^, n). 

Notám cu 5, mulţimea permutárilor de gradul n. 

Numărul tuturor permutárilor de gradul n este egal cu n! 


z taf 22 n 
Notám permutarea de gradul n: o = bod ey 56) 
Compunerea permutárilor 
Fiind date permutárile de gradul n, o şi т numim compunerea 


lor ca fiind permutarea от astfel încât (от) (К) = o(7(k)) pentru 
orice k € (1,2, -.:,n). 


Proprietátile compunerii permutárilor 
1) Asociativitate — (от)ф = o(1q), (V)o, t, 9 € Sn- 


12--n 
12... | este elementul neutru 


pentru compunerea permutárilor: ес = ое (V)o € 5,. 
3) Element invers - (У)с € Sn, (3)o ^! € S, astfel încât să aibă 
loc relaţiile: co^? = o^ lo = e. 

Observatie. Compunerea permutárilor nu este comutativá. 


2) Element neutru - e x 


Transpozitie 
Se numește transpozitie funcţia bijectivă: 
j dacă k =i 
Tiji {1,2 n] 2 (1,2, n) t; (X) =) dacă к=ј. 
k,dacăk + i,k +j 


Proprietățile transpozitiei 


1) Tij = Tji 2) тр = Tij 3) tij? = e. 
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Inversiune 


Fiind dată permutarea o € S4, perechea (i,]),i < j, unde 
i,j € (1,2,--,n) se numeşte inversiune a permutării с, dacă 
oi) > o(j). 

Notăm m(o) numărul inversiunilor permutării c. 

Numărul e(o) = (—1)'"©© se numeşte semnul permutárii с. 

Dacă e(o) = 1, permutarea o se numeşte pară. 

Dacă e(o) = —1, permutarea o se numește impará. 

Dacă 0,1 Є Sp, atunci e(07) = є(о)є(т). 


10.2 Matrice 


Definiţie. Numim matrice de tipul (m, n) cu elemente numere 
complexe, o funcţie A: (1,2,:::,m) x (1,2,---:,n) > С. 

Мойт A(i,j) = а; j, i j € (1,2,:::,m) X (1,2,--:,n) si ele se 
numesc elementele matricei. 

Notăm Mm, ,, (C) mulţimea matricelor de m linii si n coloane cu 
coeficienti in C. 

Мойт M „(С) mulţimea matricelor de n linii si n coloane cu 
coeficienti in C. 
041 2) 


Exemple. а) Pentru m = n = 2 avem: А = s azz 


011 
b) Pentru m — 3,n — 1 obtinem matricea coloaná A — (s j 
031 
c) Pentru m = 1,n = 2 obţinem matricea linie A = (911 912). 
Definiţie. Două matrice A,B € M„(C) sunt egale dacă are 
loc egalitatea а;; = bij, (V)i € (1,2,---,m) şi ()j € (1,2,---,n). 


Exemplu.  Matricele A = m" a 1 2) şi В = o 2) sunt 


egale dacă: 1 = x, x = 1,x + 1 = 2,3 =3 х = 1. 


86 


Operatii cu matrice 


1) Adunarea matricelor 
Definiţie. Fiind date A, B € М 4, (C) , numim suma matricelor 
A si B, matricea C ale cărei elemente sunt date de egalitátile 
сіу = aj + bip (V) € (1,2,--:,m) şi (0j Є (1,2,---,n). 
Proprietăţi ale adunării matricelor 
a) Comutativitatea - А + B = B + A (V)A,B € Mg (C). 
b) Asociativitatea - (А+В)+С=А+(В+С) (V) ALB,C€ 
€ Млл(С). 
с) Elementul neutru - este matricea nulă Omn deoarece: 
A+ Omn = Omn + A, (Y) A E МОС). 
d) Element invers — (V) A € Mmn(C), (34 = —А astfel încât 
А+ А = A * A = Omn. Matricea А se numește opusa matricei A. 


2) Ínmultirea cu scalari a matricelor 

Definiţie. Fiind dată matricea A € Mm, n(C) şi a € C numim 
produsul dintre numărul a si matricea A, matricea В, ale cărei 
elemente sunt date de egalitátile b;; = a а; (V)i € {1,2, =, m} 
şi (YY € (1,2,--:,n). 


Proprietăţi ale inmultirii cu scalari 
a) 1:4 = A (V) A E Мл(С). 
b) a: (PA) = (ap)A, (V), B € C, Ae Mm(0). 
с) (a + B): A- ад + BA, (Wa,B e C, A E Maa CO). 
d) a(4+B)=aA4A+aB,(v)a € C, A,B E€ Mm (C). 
3) Ínmultirea matricelor 


Definiţie. Fiind date A,B € Mm n(C) , numim produsul 


matricelor A şi B, matricea C ale cărei elemente sunt date de 
n 


ск = Y aiy be (V)i € {1, 2, =+, m} şi (к € (1,2, n} 
т 
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Exemplu. A = (a 2),в == (9 3) atunci: A: B = 


=G 00 29-0112 sites 15) 


Proprietăți ale inmultirii matricelor 


a) Asociativitatea — (A-B):C = A:(B:C) (v)A,B,Ce 

€ Млл(С). 

b) Elementul neutru în M„(C) - este matricea unitate 1, 
1 0 0 


deoarece: A In = 14: A, (У) A € M, (С), unde 1, = 0 E " 

0 0 1 

с) Distributivitatea la stânga a înmulțirii față de adunarea 
matricelor — (V) A E Mm (C) si B,C € М, (С) atunci are loc 
egalitatea: A - (B +С) = A B- A: С. 


Transpusa unei matrice 


Definitie. Fiind datá matricea A — (ai j) € Ma 4 (C), numim 
transpusa matricei A, matricea notată “А = (ри) € М, (C), 
unde bii = ак, (у)К € {1, 2, n] 51 (у) € (1,2, + m). 


А > (123 А 
Exemplu. Fiind dată А = ( 45 ai atunci transpusa 
1 4 
matricei A este matricea ‘А = |2 5]. 
3 6 


Proprietăţi ale operaţiei de transpunere 


a) (V)A € Ma (C), avem: ( tA) = А. 

b) (V)A € М, „(С) şi (V)a € C, avem: '(a:4) = а. (A. 

c) (Y)A,B E Mmn(C) avem “(4 + В) = ‘А+ “В. 

d) (Y)A E Mmn(C) şi (Ұ)ВЄМ, (С), are loc relaţia: 
*(A-B) = "В А. 
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10.3 Determinanti 


Definitie. Determinantul de ordin n este atagat matricei 
A= (aij) € Mp (C) si este numărul 


det(A) = У (о) а10(1) d20(2) ` @по(п), 
OES 
unde S, este mulțimea permutărilor de gradul n si є(о) este 


1 tării o = ( DN 6 ) 
semnul permutárii с = б(1) с(2) = с(т)/ 
Particularizare 
a) Pentru n = 2, 5; = (01,02), unde оү = (i 2e = G 1). 


Evident o4 este permutare pară si 02 este permutare impară. 


a a 
Atunci det(A) — Psi A 


= 0411'052— 045-0 
E TT 22 12 21 


b) Pentru n = 3, 53 = (01,02,03,0405;06,), 01 = G ; J 


3 
«=з Dash 1 aG z a= 


Avem £(04) = e(02) = e(03) = 1, £(04) = e(05) = &(og) = —1. 
Deci permutările 04, 02, оз sunt pare si permutările 04, O5, og sunt 
impare. Atunci 

Aia 042 13 
аз 022 @ з 
аз1 (32 033 
+13 * A21 * A32 — Q13 * 22" зі — Q12 ` A21 ' зз — 041 * 023.032 


det(A) = = 01470227 033 + A12 ` A23 ' 034 + 


Exemple. a) F 21=1-4-2-3=4-6= 2. 


1 2 3 
b) |4 5 6] =1:5:9+2:6:7+3:4:8- 3:5 :7 – 
7 8 9 


—2:4:9— 1:6:8 = 45 + 84 + 96 – 105 – 72 – 48 = 0. 
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Proprietăţi ale determinantilor 
1) det(A) = det ( tA); 
2) Dacá adunám la elementele unei linii(coloane) a unei matrice 
pátratice elementele altei linii(coloane) inmultite cu un numár dat, 
atunci determinantul matricei rezultate este egal cu determinantul 
matricei initiale. 
3) Dacá inmultim elementele unei linii(coloane) a unei matrice 
pátratice cu un numár @ se obtine o matrice al cárui determinant 
este egal cu determinantul matricei initiale înmulțit cu a. 
4) Dacá elementele unei linii(coloane) ale unei matrice pátratice 
au un factor comun, acest factor comun se poate scoate їп fata 
determinantului. 
5) Dacă A = (aij) € M, (C) şi a;j = bij t Ср, (2j € {1,2 n) 
şi i fixat, şi даса B şi C sunt matricele obținute din A, înlocuind pe 
aij j € (1,2 --:,n) cu bij respectiv c;j, atunci are loc relaţia: 
det(A) = det(B) +det(C). 
6) Dacă schimbăm într-o matrice pătratică două linii(coloane) 
între ele, obţinem o matrice al cărui determinant este egal cu 
opusul determinantului matricei iniţiale. 
7) Dacă într-o matrice pătratică două linii(coloane) sunt egale sau 
proporționale, atunci determinantul matricei este egal cu 0. 


j^ 


Dezvoltarea unui determinant după o linie sau după o 
coloană 

Definiţie. Fiind dată matricea А = (а;;) € M4(C) si dn 
determinantul de ordin n asociat matricei A, numim minorul 
elementului a;; şi-l notăm cu Mj; determinantul obținut din d, 
eliminând linia i şi coloana j. 

Мойт d;; = (—1)+7М} şi-l numim complementul algebric 
al elementului а}. 

Particularizare 
a) Pentru n = 2, folosind formula determinantului de ordinul 2 
obţinem d, = a44d44 + 4:01, care reprezintă dezvoltarea 
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determinantului d? după linia 1. Asemănător se obţin dezvoltările 
determinantului d după linia 2 şi după coloanele 1 si 2. 

b) Pentru n = 3, folosind formula determinantului de ordinul 3 
obţinem аз = à44d44  d42d42 + à413d45, care reprezintă 
dezvoltarea determinantului аз după linia 1. Asemănător se obțin 
dezvoltările determinantului аз după liniile 2 şi 3, şi după 
coloanele 1, 2 si 3. 

c) Pentru n = 4, asemănător obținem: 

d4 = Gj1di4 + Qi2di2 + aizdi3 t Gj4dj4, i = 1,2,3,4 care терге- 
zintă dezvoltarea determinantului d4 după linia i şi 

da = 05 jd1j + à2jd;j + azjd3j T Q4jdaj, j = 1,2,3,4 care 
reprezintă dezvoltarea determinantului d4 după coloana j. 


123 
Exemplu. Calculám determinantul A= |2 1 1| folosind 
322 
dezvoltarea dupá linia 2. Calculám: 
da = 2 З|=2»а„=(-1)#*[} Э|=-7 
1 De 2L 809m 3 2 i 


4з = (-1)?*? F | = 4. Atunci: 
A= 241024 + 022022 + 023023 =2-2+ 1(—7) T1:421. 


10.4 Matrice inversabile 


Definiţie. Matricea A Є M„(C) este inversabilá dacă (3)B € 
€ М„(С) astfel încât să fie adevărate egalitátile AB = BA = hn. 

Matricea B se numește inversa matricei A si se notează А-1. 

Notám cu A* matricea ale cărei elemente sunt complementii 
algebrici ai elementelor a;; din matricea transpusă a matricei A şi 
numim această matrice, adjuncta matricei A. 


Criteriu de inversabilitate 
Matricea A € M,„(C) este inversabilă dacă şi numai dacă are 
determinantul nenul ( A este nesingulará ). 
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Formula inversei unei matrice 
Fiind dată matricea A Є M„(C), astfel încât det (A) = 0, 


1 
atunci: A 1 = *,unde А“ este matricea adjunctă a 
det (А) 
matricei A. 
1 2 3 1 2 3 
Exemplu. Fie A=|2 1 2 |. Atunci 'A=|2 1 1|, $ 
35b. :2 3-2: 12 
complementii algebrici sunt: — d44 = (—1)1*1 f ›| = 0, 
= (op |2 Ц =(ту1+3 [2 1] = 
йз = CD |5 Д=-1, аз = (| =a 
3|. 


— (_a32+1|2 3|. — 2+2 Е 
ёа = CIP |2, а = С |. -- 


Е 2+3 2|. —(o4334]2 3|... 
dj = C1» |2 15% ds, = CD il 1 
= (1982 - - 343 NN 
d,-Ciy"p d-s а= С | d-- 
1 0 -1 1 
det(A) = 1 si ati Аі = А* = = ; 
et(4) = 1 şi atunci: = det (4) т să 


10.5 Rangul unei matrice 


Definiţie. Fiind dată matricea A € Mmn(C), m,n € N* si 
r E€ N*,r x тіп(т, п), numim minor de ordinul r,determinantul 
de ordin r care se formează cu elementele matricii A situate la 


intersecţia a r linii şi r coloane. 


Definiţie. Matricea A € М, (C), m, n € № are rangul r dacă 
are un minor de ordin r diferit de O si toti minorii de ordin mai 


mare decát r (dacá existá) sunt egali cu 0. 


Proprietate. Fie matricea A € Mm n(C), m,n € N*, A £ Omn 
şi r € N*. Rangul matricei A este egal cu r dacă si numai dacă 
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existá un minor de ordinul r al matricei A, diferit de 0, iar toti 
minorii de ordinul r + 1, даса existá sá fie egali cu 0. 
Proprietate. Fie А,В Є Mm „(С), m,n Є №. Atunci: 
rang(AB) x rang(A) : rang(B). 


11 11 
Exemplu. Fie A= k 3-52 3) Notăm r = rang(A). 
13 13 


Evident r € min(3, 4) = 3. 


Considerám minorul | 7 | = 1 = 0. Calculám acum: 


11 1 

A= |2 3 2]|- 0, deoarece coloanele 1 si 3 sunt egale. 
1573: 3b 
11 1 

A;—|2 3 3| = 0, deoarece coloanele 2 si 3 sunt egale. 
1 3 3 


Conform proprietăţii de mai sus rangul matricei A este 2. 


10.6 Sisteme de ecuații liniare 


Regula lui Cramer. Sistemul liniar AX = B, A Є М„(С), 
det(A) = d + 0, are soluţie unică: 
di d; а, 
T TE i 
unde d; este determinantul ce se obtine din d ínlocuind ín el 
coloana i cu coloana termenilor liberi ( coloana B ). 
Particularizare. Pentru n — 3 sistemul este: 
0,1X10412X2  d43X3 = bi 
[renta + аззхз = Б), 
0341X1 *032X2 + 033X3 = b3 


Ai 012 з bi 
Matricea sistemului este: A — (zs 022 s) şi B = (к) 

a31 (32 (33 Рз 
Мойт det(A) = d şi presupunem d + 0. Fie acum: 
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bı аә з ау bı з 
dı = |b2 422 4235, d; = |а b2 аз, 
b3 32 азз азу b3 азз 
а 045; bh, 
аз = |aza 02; ba]. 
азу a32 bs 


Soluţiile sistemului sunt: x, = 


Definiţie. Se consideră sistemul de ecuaţii liniare АХ = В ,si 
rang(A) = т. Orice minor de ordinul r al matricei A, diferit de 0 
se numește minor principal. 

Necunoscutele sistemului care corespund minorului principal 
se numesc necunoscute principale, celelalte se numesc 
necunoscute secundare. 

Ecuațiile sistemului care corespund minorului principal se 
numesc ecuații principale, celelalte se numesc ecuații 
secundare. 

Definiţie. Un sistem de ecuaţii liniare AX = В, este 
incompatibil dacá nu are nici o solutie. 

Definiţie. Un sistem de ecuaţii liniare AX — B, este 
compatibil dacá are cel putin o solutie. Dacá sistemul are o solutie 
se numeste compatibil determinat, iar dacá are mai multe solutii 
se numeste compatibil nedeterminat. 

Definiţie. Fiind dat un sistem de ecuaţii liniare АХ = В, 
matricea formată din elementele matricei A in ordinea normală si 
ca ultimă coloană, coloana termenilor liberi se numeşte matricea 
extinsă a matricei A și se notează cu A. 

Definiţie. Numim minor caracteristic orice minor de ordin 
т + 1 obţinut prin bordarea unui minor principal cu elementele 
corespunzătoare ale coloanei termenilor liberi și cu cele ale uneia 
dintre liniile rămase. 
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Teorema Kronecker-Capelli. Un sistem de ecuatii liniare 
AX = B este compatibil dacă şi numai dacă rang(A) = rang(A). 
x—-yctz-2 
Exemplu. Considerám sistemul: | 2х+у+2= 7. 
3Зх-у +22 = 7 


1-1 1 1-1 12 
а= (2 1 isa 1 1 J 

3 -1 2 з =f 2 7 
det(A) = —1 = rang(A) = 3 = rang(A) = 3. 


Teorema lui Rouche. Un sistem de ecuaţii liniare AX = B 
este compatibil dacă şi numai dacă toti minorii caracteristici sunt 
egali cu 0. 


Algoritm de rezolvare a unui sistem de m ecuaţii liniare cu 
n necunoscute 
a) Se calculează rangul sistemului r. 
b) Dacă r = m, atunci sistemul este compatibil 
- Dacă r = n, atunci sistemul este compatibil determinat 
- Dacă r < n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat 
с) Dacă r < m, avem: 
- Dacă toţi minorii caracteristici sunt nuli atunci sistemul 
este compatibil 
-Dacă r = n, atunci sistemul este compatibil determinat 
-Dacă r < n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat 
-Dacă cel puţin unul dintre minorii caracteristici este diferit 
de 0, atunci sistemul este incompatibil. 


ax+y+z=4 
Exemplu. Fie demi [reyes 3,acR. 
x+2y+z=4 


a 1 1 

Fie A = ( 1 ) matricea sistemului, det(A) = 1 — а. 
1 2 1 

Dacă det(A) = 1 — a + 0 а + 1, atunci r = 3 şi avem: 
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т = m = т = 3 si deci sistemul este compatibil determinat si se 
rezolvă prin regula lui Cramer. 
Dacă det(A) 21—a = 0 а = 1, atunci r < 3. Alegem 


A= |: ›| = 1 = 0 ca determinant principal şi atunci r = 2. 


Avem r « m — 3 si calculám minorul caracteristic(existá numai 


11 4 
unul) şi anume: Acar= |1 1 3|- 1 = 0 si atunci sistemul este 
1 2 4 


incompatibil. 
Sisteme omogene de m ecuatii liniare cu n necunoscute 


1. Orice sistem liniar de m ecuații cu n necunoscute este 
compatibil, având ca soluţie soluţia banală sau soluţia 0 


2. Un sistem liniar de m ecuaţii cu n necunoscute are si alte 
soluţii în afară de soluţia banală sau soluţia 0 dacă r < т. 
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11. Structuri algebrice 
11.1 Legi de compozitie 


Definitie. Fiind datá o multime nevidá M, numim lege de 
compoziţie pe mulţimea M, o funcție ф: М х М > M. 

Legea de compoziţie se notează cu diverse simboluri: +, ,* , 
°, L, *** şi atunci se foloseşte una din notații p(x,y) = x + y, 
qG,y)-x:yoGQy)-x*y- 

Exemple. a) Operația de adunare „+” pe mulțimile 7, Q, К, C. 
b) Operația de înmulţire „” pe mulțimile N, Z, Q, R, C. 

c) Operatiile de adunare şi înmulțire pe mulțimea matricelor 
M, (C). 

Definiție. Fie M о mulțime nevidă si ф:М x M > M o lege 
de compoziție pe M. O submulțime nevidá S C M se numeşte 
parte stabilă a lui M în raport cu legea ф, dacă oricare ar fi 
х,у € S, rezultă o (x, y) € S. 

Exemple. а) Multimile de numere М, Z, Q sunt párti stabile 
ale lui К în raport cu operaţia de adunare si in raport cu operația 
de înmulţire. 

b) Dacă A este o mulţime nevidă, atunci mulţimea funcţiilor: 
Елу = (f: A > А, f este injectivă) este parte stabilă a mulţimii 
Fa = {f:A э A] în raport cu compunerea funcţiilor, deoarece 
compunerea a două funcții injective este tot funcţie injectivă. 


Aplicații 


1. Să se arate în fiecare din următoarele cazuri că mulţimea 
M este parte stabilă a mulţimii E în raport cu legea de compoziţie 
specificată: 


a) М =(-1,0),E=R,x*y=x+x+y; 

Зху-4х-4у+6 
b)) M-(L2),E-Rx«y- 7 77. 
2ху - Зх Зу +5 
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Solutie. Se arate că (V)x, y e М rezultă x * ye М. 
a) x,y E (—1,0)>x+1>0,y+1>0,x<0,y <0. 
Se demonstrează:—1 < x sy «065-1«xytxty«0e 
€ (x + 1)(у + 1) >0şix(y + 1) + y < 0, adevărate. 
b) х,у, є (1,2)>x=1+a,y=1+bundea, be (0,1). 


3ab-a-b+1 
х*у= (1+а) *(1+р) =... = 
2ab-a-b+1 
3ab-a-b+1 ab 
x*y»le >1© > 0 
?2ар-а-Б +1 ab + (1— a)1 — D) 
(d-a): (0-5) 


X*yc2e 
ab * (1— a) — b) 


adeváratá oricare ar fi a, be (0,1). 


Proprietăţi 
1) Asociativitatea 
O lege de compoziţie notată *:МхМ > М se numeşte 
asociativă dacă (V)x, y,z € M avem: (x * y) * z = x * (y * Z). 
Exemple de legi asociative. 
a) Adunarea pe multimile de numere N, Z, Q, R, C este asociativá 
deoarece: (x + y) + z = x + (y + z) pentru orice x, y, z în fiecare 
din multimile din enunt. 
b) Înmulțirea pe mulțimile de numere N, Z, Q, R, C este asociativă 
deoarece: (x: y) z = x (у: Z) pentru orice х, у, 7 în fiecare din 
multimile din enunt. 
с) Adunarea matricelor pe mulțimea M,(C) este asociativă 
deoarece: (А + B) + С = А + (B + CL (Y)A, B,C € M, (O). 
d) Înmulțirea matricelor pe mulțimea M,(C) este asociativă 
deoarece: (А · В) :С = A- (B- C), (У)А, В,С e M, (C). 
e) Compunerea funcțiilor pe mulțimea Fa = {f:A > A) este 
asociativă deoarece (fog)oh = fo(goh), (V)f, g,h € F4. 
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Exemple de legi care nu sunt asociative 
a) Scáderea pe multimile Z, О, В, C, nu este asociativá deoarece: 
(4—2)—5=4—(2—5). 
b) Scăderea matricelor pe mulțimea M„(C) nu este asociativă 


deoarece: (G 3-(Q D- = 
Ы) 


2) Comutativitatea 

О lege de compoziţie notată *:МхМ > М se numeşte 
comutativá dacă (V)x,y Є М avem: x * y = y * x. 

Exemple de legi comutative 
a) Adunarea pe multimile de numere N, Z, Q, R, C este comutativá 
deoarece: x + y = y + x pentru orice x, y in fiecare din multimile 
din enunt. 
b) Înmulțirea pe mulțimile de numere N,Z,Q,R,C este 
comutativă deoarece: x · у = у : x pentru orice x, y în fiecare din 
mulțimile din enunţ. 
с) Adunarea matricelor pe mulțimea M„(C) este comutativă 
deoarece: A+ В = В + A,(V)A,B € М„(С). 

Exemple de legi care nu sunt comutative 
a) Scăderea pe mulțimile Z, О, R, C, nu este comutativă deoarece: 
5-3 +3 – 5. 
b) Scăderea matricelor pe mulţimea М, (С) nu este comutativá 
2 3 1 2 12 2 3 

deoarece: G J — (i a + (5 4) = n J 
c) Compunerea funcțiilor pe mulțimea Fa = {f:A > A} nu 
este comutativá deoarece fiind date functiile f, g: R > R, f(x) = 
= x +1, g(x) = х?, (fog)(x) = x? + 1 şi (gof)(x) = (x + 1)?. 
3) Element neutru 

O lege de compoziție notată *: M x M э M admite element 
neutru dacă (3)e € M astfel încât să avem: х*е=ежх = 
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= х (V)x € M. 

Exemple de legi care admit element neutru 
a) Numárul О este element neutru ín raport cu adunarea 
numerelor întregi, rationale, reale. 
b) Numărul 1 este element neutru în raport cu înmulțirea 
numerelor întregi, rationale, reale. 


c) Matricea [i À este element neutru în raport cu adunarea 


matricelor din M; (R). 
d) Aplicația identică 14 a mulțimii A este element neutru în raport 
cu compunerea functiilor din F4. 

Exemple de legi care nu admit element neutru 
a) Mulțimea numerelor naturale pare {2k |k € N) este parte 
stabilă a lui N în raport cu înmulțirea si legea indusă de înmulţire 
pe această mulţime nu admite element neutru. Într-adevăr dacă ar 
exista e € {2k | КЄ N) încât xe = ex = x (v)x є {2k |k € N), 
atunci e = 2k = 1 cu k € N, ceea ce nu se poate. 
4) Elemente simetrizabile 

Fie M о mulţime nevidá si o lege de compoziţie notată 
*: M x M > M care admite element neutru. Un element x € M se 
numeste simetrizabil ín raport cu legea de compozitie * даса 
(3x EM astfel încât să avem: x*x =x *xc-e. 
Elementul x se numește simetricul elementului x faţă de legea de 
compoziţie *. 

Observaţie. Dacă legea de compoziţie * este în plus şi 
asociativă, atunci simetricul unui element x dacă există este unic. 

Teoremă. Fie M o mulțime nevidă şi o lege de compoziţie 
notată multiplicativ -: M x M > M care este asociativă si care 
admite element neutru. 
a) Dacă e € M admite element neutru, atuncie ^ = e. 
b) Dacă x € M este inversabil, atunci şi x^! este inversabil şi are 
loc relaţia: (x 1)! = x. 


1 
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с) Dacă x, y € M sunt inversabile, atunci si xy este inversabil si 
are loc relaţia: (xy) | = y ix^. 

Exemple de elemente simetrizabile in raport cu o lege de 
compozitie 
a) Orice x întreg, rational, real sau complex este simetrizabil în 
raport cu adunarea si admite ca simetric pe - x. 


b) Orice х = 0 rational sau real este simetrizabil in raport cu 
; ; . i р 1 

înmulțirea si admite ca simetric pe x 
C) Orice matrice A € Mm n(C) este simetrizabilă în raport cu 
adunarea matricelor si admite ca simetric pe - A. 

Exemple de elemente care nu sunt simetrizabile in raport 
cu o lege de compozitie 
a) Orice x € № nu este simetrizabil in raport cu adunarea 
deoarece —x e N. 
b) Orice x € Z* nu este simetrizabil їп raport cu inmultirea 


1 
deoarece x € Z. 


Aplicatii 
1. Fie legea de compozitie definitá pe R prin: 
x*y-axy—-b:(xt y)*c; a,b,ceR 
Să se determine relaţia ce există între a, b, c astfel încât legea 
de compozitie sá fie asociativá. 
Solutie. x*(y*z)-(x*y)*z (V) х,у,:єЕ © 


e a^ хуг ab : (xy à xz ус) + (ac Б): x eb (y z)- 


-bc +c = a^ xyz — ab: (xy + xz + yz) + (ac - b): z + 


tb (x y) -bc +c © (ас-Ь—Ь°)-(х—)=0 


(V) xzeReac-b-b -0 e b «bac 
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11.2 Grupuri 
1. Semigrupuri. Monoizi 


Definitie. Fiind datá o multime nevidá S pe care s-a definit o 
lege de compoziţie *: S x S > S, atunci perechea (S,*) se numeşte 
semigrup dacă legea + este asociativă. 

Dacá legea * este in plus si comutativá, atunci semigrupul se 
numeste comutativ. 

Definitie. Semigrupul (M,*) se numeste monoid dacá legea 
de compozitie * admite si element neutru. 

Dacá legea * este in plus si comutativá, atunci monoidul se 
numeste comutativ sau abelian. 


2. Grupuri 


Definitie. Fiind datá o multime nevidá G pe care s-a definit o 
lege de compoziţie *: Gx б ә G, atunci perechea (G,*) se 
numeste grup даса: 

a) * este asociativă, adică (x * y) z = x * (у *2) (V)x,y,z E G. 
b) există element пешти în raport cu G, adică (3) e € G astfel 
încât să avem: x«e—-e*«x-x(v)xeG. 

с) orice element din G este simetrizabil in raport cu *, adică 
(v)x € G, (3) x EG astfel încât: x «x = х * x= e. 

Dacă în plus * este comutativá, adică: x *y = y « x(V)x,y € 
€ G, atunci grupul se numeste comutativ sau abelian. 


Exemple. a) (О,+), adicá multimea numerelor rationale 
impreuná cu operatia de adunare determiná un grup abelian. 
Elementul пешти este 0 si pentru orice x € Z, —x este opusul lui x. 
b) (М.(К), +), adică mulţimea matricelor de n linii şi n coloane 
cu coeficienți în R determină împreună cu adunarea un grup 
comutativ. 


Reguli de calcul într-un grup. Fie (G, +) un grup, a,b,c € G 
şi m,n € Z. Atunci avem: 
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а) а.а" = qm*n. 
b) (amp = ат"; 
c) (am) = (а71)"; 
d) a:b —a:c >b = c — simplificarea la stânga; 
e) b:a-c:a-b-c-simplificarea la dreapta. 
Aplicatii 
1. Sá se demonstreze cá multimea G are o structurá algebricá 
de grup faţă de legea de compoziţie specificată. 
G = (1,*);x «y = үх2у2 — x? — y? +2; 
Solutie. (x * у) * z = x * (y +2) = 
= y x?y?z2 + х2у2+х22? + y?z? + x? +y? + 22; 
x*«e-xodx?e?— x? — е2 +2 = хе? 2 22 e = N2; 
x 


xxx = e > yx2x2 — х?—х?. +2 =V2>x = 


х?+1 
2. Sá se demonstreze cá multimea G are о structurá algebricá 
de grup faţă de legea de compoziţie specificată. 


х+ у 
G-(-Llx*y- : 
1+ xy 
А К _ х+у+2+ху2 
Solutie. (x * у) * z = x * (y * 2) C I+xy+yz+zx 
х+е 
x*e-x = = 0; 
1+ хе 
х+х 
х*х=е= = к= 
1+ xx 


3. Sá se demonstreze cá mulţimea G împreună cu înmulţirea 
matricelor determină o structură algebrică de grup faţă de legea de 
compoziţie specificată. 
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e- # 


Solutie. Înmulțirea matricelor este asociativă. 


б 26 0-G DG ^1 )=% >e=e 


Elementul пешти este matricea (1 i) 
(0 1) 0 2) а (es 1) >X = –х. Atunci matricea 


inversabilá a matricei fe 1) este F зш 


4. Sá se arate că grupul (G, -) este abelian dacă şi numai dacă: 


(ху) = "n (v) x,ye G,unde x,y sunt simetricele lui x, y. 


Solutie. (xy)'2x'y' y'x'2x'y'x'-yx'y' 
е = хух'у'=— у = хух'= ух = ху. 


5. Fie (G, -) un grup şi a,be G care verifică relaţiile 
а? = b? = (ab)?. Să se arate cá b? - aba. 


Solutie. a^ = (ab) > a^ = ab -ab = a = bab (1) 


b! = (ab). >b’ = ab: ab = b = aba (2) 
(D şi (2) Sab = bab-aba = b-aba-ba = b-b-ba = Ра = 
= db = а?а > bb = а?а b? = ab/a. 


6. Fie (G, ) un grup si a,be G care verificá relatiile 
a =b =e şi ab = ba” . Să se arate că: 
2 
a) a=e b) bla = (ba) А 
Solutie. а) ab? = ab-b = Ба?-Ь = ba-ab ba-ba? = b-ab-a? = 
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=һЬ-Ба“а? = bat = 2 = а? = а= е. 
b) Ьа? = b-ba^a = b-ab-a = Ба-Ба = (ba)?. 


3. Subgrup al unui grup 


Definiţie. Fie (G,*) un grup. O submulțime nevidă Н c G se 
numeşte subgrup al lui G, dacă sunt verificate următoarele 
condiţii: 

а) Y)x,yEH>x*y EH. 

b) (xeHox eH. 


Propozitie. Fie (С,*) un grup şi H C G o submulțime nevidă. 
Atunci H este subgrup al lui G dacá si numai dacá oricare ar fi 
x,y ЄН avemx 1y ЄН. 


Teoremá. Fie (G,*) un grup, e elementul neutru al lui G si H 
un subgrup al lui G. Atunci avem: 

a)ecH. 

b) (H,*) este subgrup. 


Exemple de subgrupuri. 
1) Fiind dat (G,*) un grup atunci H = (e) si H=G sunt 
subgrupuri ale lui G. 
2) Fiind dat (G,*) un grup si a € G, atunci <a >= (x" |n € Z} 
este subgrup al lui G, deoarece a”: а" = ant" e<a > şi 
(а")- = (a-1)m ec а >. 

Subgrupul <a > se numeşte subgrupul ciclic generat de 
elementul a € G. 


Aplicații 


1. a) Să se arate că mulţimea Zk = {ы хє 7} formeazá un 


subgrup al grupului (Z, +). 
b) 73 N 75 = 715. 
Solutie. a) este evident. 
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b) x E Z3 N Z5s> x = ЗК = 51 > К se divide prin 5 > k = 5и si 


atunci x = ЗЕ = 15n € Zis = Z, OZ, c Zi 


хє Zi > x-215k = 5. (3k) Z, x =3-(5®) Z, E 


xE Z, ^Z; > Zis cZ nZ. 


0 0 
2. Să se arate cà Н = fac M, (Z| A= | J 
a a 


este subgrup al grupului М, (Z), în raport cu adunarea matricelor. 
; А (0 0,.,5 (0 0 
Solutie. a) d Anc H24- (> Js - I 2) => 
SARB = (2+ С) Ена io 22) EH. 


4. Morfisme si izomorfisme de grupuri 


Definiţie. Fiind date grupurile (G,*) si (G,0) , se numeşte 
morfism de grupuri funcţia f : G > Сб, care are proprietatea: 


f(x*y) =} (х)о/ (у) ()x, y € С. 


Definiţie. Fiind date grupurile (G,*) si (G,0) , se numeşte 
izomorfism de grupuri funcţia f : G > G', care are proprietăţile: 
a) feste bijectivă; 


b) f(x * y) = f GQofQ) (У)х, y € С. 


Propozitie. Fiind date grupurile (G,*) si (6,0) , având 
elementele neutre e, € G ṣi e, EG şif:G э G un morfism de 
grupuri, atunci avem: 

а) f(e) = ex; 

b) fx) = (f (x)) (Y)x € G, unde x este simetricul lui x, 
iar (f(x))' este simetricul lui f (x). 
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Aplicatii 


1. Sá se arate cá: 


1 k 
a) înmulţirea matricelor determină ре K J 


ke 2 o 
structură de grup; 


b) grupul definit la punctul a) este izomorf cu grupul aditiv al 
numerelor întregi. 
Solutie. a) Se verifică cu usurintá axiomele grupului. 


. 1 k 
b) Se defineste f (| o) =k. 


2. Să se arate că: 
a) x* y 2 х+ у— 2 determină ре Z o structură de grup abelian; 
b) xo у= x+ у—1 determină pe Z o structură de grup abelian; 
c) între grupurile de 1а a) $1 b) există un izomorfism de forma 
f:Z—>Z,f(x)=x+a,aER. 

Solutie. a) si b) Se verifică cu usurintá axiomele grupului. 
c) Elementul neutru al grupului de la a) este 2 si al grupului de la 
b) este -1. Atunci f (2) = -1 > 2 +a = -l1 > a = —3 şi atunci 
fœ = х-3. 

11.3 Inele 
1) Definitia inelului 


Definiţie. O mulţime nevidá A luată împreună cu două legi de 
compoziţie una notată aditiv ,,+" şi alta notată multiplicativ „" 
se numeşte inel dacă: 

а) (A, +) este grup abelian; 

b) (A,:) este monoid; 

c) înmulţirea este distributivă față de adunare, adică: 

х(у + 2) = ху + xz (у + z)x = yx + zx (V)x,y,z € A. 
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Dacă in plus legea de compoziţie notată multiplicativ este 
comutativá, atunci inelul se numeste comutativ. 

Exemple. a) (2, +, :), adică mulţimea numerelor întregi 

împreună cu adunarea şi înmulţirea determină o structură de inel. 
Elementul neutru față de adunare este 0, elementul neutru față de 
înmulţire este 1, orice x € Z are ca opus pe - x. 
b) (M„(R),+,),n > 2, adică mulţimea matricelor de n linii şi n 
coloane cu coeficienţi în R determină împreună cu adunarea 
şi înmulţirea un inel necomutativ, având elementul neutru față de 
adunare matricea 0, şi elementul neutru față de înmulţire matricea 
unitate In. 

Definiţie. Fie (A, +,) un inel. O submulțime nevidă S a lui A 
se numeste subinel al lui A dacá au loc urmátoarele: 

a)(V)xyeSox-yeS 

b) (V)xXyeSoxyeS; 

с) 1eS. 

Exemple. a) Fiind dat un inel (A, +,), evident A este un 
subinel al sáu. 

b) (2, +, +) este subinel al inelului (Q, +, ·). 

Definiţie. Fie (А, +,) un inel si a € A,a + 0. Spunem că а 
este divizor al lui О la stânga (respectiv la dreapta) dacă există 
b € A, b + 0, astfel încât ab = 0 (respectiv ba = 0). 

Un element a Є A, care este atât divizor la stânga cât şi la 
dreapta al lui 0 se numeşte divizor al lui 0. 

Exemple. Inelul (Zg, +,:) are divizori ai lui 0 deoarece 2 + б 
3 4 0și3.3=6, 

Definiţie. Spunem că inelul (A, +,) este fără divizori ai lui 0 
dacă (Y)x, y € A,x = 0,y = 0 > ху = 0. 

Exemplu. Inelul (Z, +, :) nu are divizori ai lui 0 deoarece 
х = 0,у = 0 > ху = 0. 

Definitie. Un inel comutativ cu cel putin douá elemente si 
fárá divizori ai lui 0 se numeste domeniu de integritate. 
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2) Reguli de calcul intr-un inel 


1) Într-un inel (A, +,-) cu cel puţin două elemente avem: 1 + 0. 
2) Pentru orice x € A, avem: x: 02 0: x = 0. 
3) Pentru orice x, y € A, avem: 

(—х)(—у) = xy si 

(—х)у = х(-у) = —ху. 
4) Pentru orice x,y,z € A avem: 

х(у — Z) = xy — xZ şi (y —z)x = yx — zx. 
5) Într-un inel (A, +,:) fără divizori ai lui 0, dacă x + 0, atunci: 
Xy = х2» у= 2$ ух = 2х >y = ғ. 


3. Morfisme si izomorfisme de inele 


Definiţie. Fiind date inelele (A, +,) si (A+, 0) „ se numește 
morfism de inele funcţia f:A > А, care îndeplineşte 
proprietăţile: 

D f(x +y) = Р(х) * fO) Sx y€ A; 

2) f(x: y) = fGQ9of O) (Ox, y € A; 

3) f(e.) = es, unde e. si e, sunt elementele neutre în raport cu 
operatiile multiplicative din cele douá inele. 


Definiţie. Fiind date inelele (А, +,) si (A+, 0) , se numește 
izomorfism de inele funcția f:A > А, care îndeplineşte 
proprietățile: 

a) feste morfism de inele. 
b) feste bijectivă. 

Observaţie. Un morfism de inele f : A — A se numeşte en- 
domorfism al inelului A, iar un izomorfism de inele f : A > A 
se numeşte automorfism al inelului A. 


Aplicații 


1. Sá se arate cá în orice inel comutativ (А, +,) sunt 
adevărate egalitátile: 
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a) a? — b? = (a — b)(a + b); 

b) (a + b)? = a? + 2ab + b?; 

c) (a+ b +c)? = a? +b? + c? + 2ab + 2ac + 2bc. 
Solutie. a) (a — b)(a + b) = aa + ab — ba — bb = a? + 

+ab — ab — b? = a? — b?. 

d) (a + b)? = (a + b)(a + b) = a? + ab + ba + b? = 

= a? + ab + ab + b? = a? + 2ab + b?. 

h) (a+b+c)2=(a+b+o)(a+b+c)=a2+ab+ac+ 

+ba + b? + bc + ca + cb + c? = a? + ab + ac + ab + b? + 

bc + ас + bc +c? = a? +b? + c? + 2ab + 2ac + 2bc. 


2. a) Să se arate că pe A = fx ty: үл х,ує z} adunarea şi 


înmulțirea determină o structură de inel. 


ы В х y 
b) Sá se arate cá pe M- 
Ty x 


înmulțirea matricelor determină o structură de inel. 
c) Sá se arate că inelele de la a) si b) sunt izomorfe. 


х,ує l adunarea şi 


Solutie. a) si b) Se verifică cu usurintá axiomele inelului. 
C) Se stabileşte izomorfismul: 


гаем (чй) că | 

Ty x 
11.4 Corpuri 

1) Definitia corpului 


Un inel (K, +,) se numeşte corp dacă: 
a) 1=0; 
b) (V)x € К, x = 0 este simetrizabil. 

Dacá in plus legea de compozitie notatá multiplicativ este 
comutativá, atunci corpul se numeste comutativ. 
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Exemple. (Q, +,:), (R,+,), (C, -,) sunt corpuri comutative. 
Remarcá. Corpurile nu au divizori ai lui 0. 
3. Morfisme si izomorfisme de corpuri 


Definiţie. Fiind date corpurile (К, +,-) si (K+, 0) „se numeşte 
morfism de corpuri funcţia f:K э К, care îndeplineşte 
proprietăţile: 

D f(x cy) = Р(х) * fO) (М)х,у EK; 

2) f(x: y) = fG9of O) (Ox, y E К; 

3) f(e.) = eo, unde e. si ey sunt elementele neutre in raport cu 
operatiile multiplicative din cele douá corpuri. 


Definiţie. Fiind date corpurile (K, +,-) si (K+, 0) „se numeşte 
izomorfism de corpuri funcția f : K э К, care îndeplineşte 
proprietăţile: 

a) feste morfism de inele. 
b) feste bijectivă. 


Aplicații 


1. Se consideră K = (0,1,a,b) un corp cu 4 elemente. Să se 
demonstreze relaţiile: 
a) ab = ba = 1 
b) a? =b. 
Solutie. Evidenta + 0,а + 1,a + b,b + 0,b + 1. 
a) Presupunem cá ab = 0 — a = 0 sau b = 0, fals. 
Presupunem ab = а = b = 1,fals. 
Presupunem ab = b — a = 1,fals. 
Rezultá atunci cá ab — 1. 
b) Presupunem cá a? = 0 >а = 0, fals. 
Presupunem cá a? = 1 — a?b = b > aab = b >a = b „fals. 
Presupunem cá a? = a — a = 1, fals. 
Rezultá atunci cá a? — b. 
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2. a) Să se arate că pe A = {х + уу? |х,у є 7} adunarea si 
inmultirea determiná o structurá de inel. 


> З х у | 
b) Să se arate cá pe M = {Су 2) |х,у E z} adunarea si inmul- 


tirea determiná o structurá de inel. 

с) Sá se arate cá inelele de la a) si b) sunt izomorfe. 
Solutie. a), b) Se verificá cu usurintá. 

с) Se stabileste izomorfismul: 


ҒА > M, f (x + уу?) = (у 2) 


11.5 Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp 
comutativ (Q, R, C, Zp, p număr prim) 

1. Forma algebricá a unui polinom 

Fie (K,+,) un corp comutativ. Forma algebrică a unui 
polinom f având nedeterminata X şi coeficienţii ao, aa,:::, as, 
an = 0 în corpul K este: f = ag + a4X + a;X? +++ а„Х". 

Observatie. Numárul natural n se numeste gradul polino- 
mului. 

Exemple. а) f: R > Б, (х) = 1+ 5X -- 7X? este un poli- 
nom de gradul al doilea cu coeficienti їп К. 
b) f:Zs > Zs, f(x) = 2 + 3X + X? + 4Х3 este un polinom de 
gradul al treilea cu coeficienţi în 25. 

2. Valoarea polinomului într-un punct. 

Fiind dat polinomul de gradul n: 

f € K[X], f = ao + aX + a;X? + +++ aX”, an £0 

şi xEA, atunci f(x) = ao + ax +azx? +=- + аһх" se 
numeşte valoarea polinomului f în punctul x. 

Exemplu. Fiind dat polinomul f:R > R,f(x)=1+X + 
+Х?, atunci f (2) = 1 +2 +2? = 7. 


3. Functia polinomială 


Fiind dat polinomul de gradul n: 
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f € K[X], f = ag + aX + ах? +++ а„Х",а„ 20 
şi x € A, atunci funcția f : K —K,f(x) = f(x) se numește 
funcţia polinomială ataşată polinomului f. 


4. Operații cu polinoame. 


Teoremă. Fie (К, +,) un corp comutativ, x € K si polinoa- 
mele f, g € K[X]. Atunci avem: 
+ g)() = Р(х) + g), fg) = fg). 
Exemplu. Pentru f, g € R(X), f(X) = 1+ X,g(X) 21- X 
şi x = 2 avem: (f + 9)(2) = f 2) + g(2) = 3 + (—1) = 2 şi 
(79)(2) = Fg) = 3: C1 = —3. 


Teorema de împărţire cu rest. Fie (К, +,) un corp 
comutativ, si polinoamele f,g € K[X],g = 0. Atunci există 
polinoamele q,r € K[X], unic determinate, astfel încât: 

f = ga + т, cu grad(r)« grad(g). 

Observaţie. Polinomul f se numeşte deimpártit, g se numeşte 
Tmpártitor, q se numeşte cát si r rest. 

Exemplu. Fiind date polinoamele: f, g € В[Х], f (X) = X? + 
+Х +1 şi g(X) = x + 1, folosind algoritmul de împărţire a două 
polinoame se obtine q(X) — X si r(X) — 1. Evident avem relatia: 

Х?+Х+1=(Х+1).Х+1. 


5. Divizibilitatea in inele de polinoame 


Definiţie. Fie (К, +,:) un corp comutativ, si polinoamele 
f.g € K[X]. Spunem cá f divide pe g şi scriem f | g, dacă există 
h € K(X) astfel incát g — fh. 

Exemplu. Fiind date polinoamele f, g € R[X], f(X) 2 X +1 
şi g(X) = X? — 1, impártind polinomul g la f se obţine cátul 
q(X) = X — Asi restul O si atunci rezultă cá f |g. 

Definiţie. Fie (K,+,) un corp comutativ, si polinoamele 
f.g € K[X]. Un polinom d € K[X] se numeşte cel mai mare 
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divizor comun al polinoamelor f şi g dacă îndeplineşte următoarele 
proprietăți: 
a) d|f 1418; 
b) dacă d € K[X] astfel încât d |f şid |g atuncid |а. 
Notatie. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor f şi g se 
notează c.m.m.d.c (f, g). 
Remarcă. Pentru determinarea celui mai mare divizor comun 
a două polinoame se foloseşte algoritmul lui Euclid. 
Exemplu. Fiind date polinoamele f=x2—3x+2 şi 
g = x? — 4x + 3, atunci folosind algoritmul lui Euclid obţinem 
cá: c.m.m.d.c (f, g)= x — 1. 
Definiţie. Fie (K, +,) un corp comutativ. Polinoamele f, g € 
€ K[X] se numesc prime între ele dacă c.m.m.d.c (f, 2)= 1. 
Exemplu. Polinoamele f = x + 1 şi g = x — 1 sunt evident 
prime între ele. 


6. Rádácinile unui polinom 


Definiţie. Fie (К, +,) un corp comutativ. Atunci a € K se 
numește rădăcină a polinomului f € K(X) dacă f (a) = 0. 

Exemplu. x — 1 este rádáciná a polinomului f — X? — 1, 
deoarece f (1) = 0. 

Teoremă. Fie (К, +,) un corp comutativ, f € K[X] un poli- 
nom si a € K. Atunci existá un unic polinom g € K[X] astfel incát 
f = (Х – a)g + f(a). 

Remarcá. f (a) reprezintă restul împărțirii polinomului f la 
X-a. 

Exemplu. Fiind dat polinomul f = X? + 1, atunci restul îm- 
pártirii polinomului f la X — 1 este f(1) = 2 si avem relaţia: 

f2QG-)-0-2. 

Teorema lui Bezout. Fie (K, +,-) un corp comutativ, a € K şi 
f € K[X] un polinom. Atunci X — a | f dacă şi numai dacă a este 
rădăcină pentru polinomul f. 
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Teoremá. Se consideră polinomul f € Q[X], f = 0. Dacă nu- 
márul a + VB, a,bEeQ,b>0şi Уо este rádáciná a polinomu- 
lui f, atunci şi a — УР este rădăcină a polinomului f. 

Exemplu. Ecuatia x? — 2x — 1 = 0 are rădăcinile: 
xı = 1+vV2 şi x, = 1 – V2. 

Teoremá. Se consideră polinomul f € R[X], f = 0. Dacă nu- 
mărul a + bi € C — R si este rădăcină a polinomului f, atunci si 
a — bi este rădăcină a polinomului f. 

Exemplu. Ecuația x? — 2x + 2 = 0 are rădăcinile: 

X -l-isgix,;—-1-i. 


7. Polinoame ireductibile 


Definiţie. Fie (K,+,:) un corp comutativ. Un polinom 
f € K[X] avánd grad(f) > 1 se numeste reductibil peste К dacá 
există două polinoame g,h € K[X] având grad(g) « grad(f) 
și grad(h) « grad(f) astfel încât f = gh. 

Observaţie. Un polinom f € K[X] având grad(f) > 1 şi care 
nu este reductibil peste K se numește ireductibil peste K. 

Remarcă. Dacă polinomul f € K[X] este ireductibil peste К 
şi a € К,а = 0, atunci si polinomul af este ireductibil peste K. 

Dacă polinomul f € K[X] este reductibil peste К şi a € К, 
a = 0, atunci şi polinomul af este reductibil peste К. 

Exemple. a) Orice polinom de gradul întâi f = aX +b E 
€ K[X], a = 0 este ireductibil peste К. 
b) Polinoamele f € K[X], având gradele 2 sau 3 sunt ireductibile 
peste K, dacă şi numai dacă nu au rădăcini în K. 
c) Polinomul f = x? — 1 € R[X] este reductibil deoarece 1 şi —1 
sunt rădăcini ale polinomului f şi atunci f = x? — 1 = (x — 1): 
(x 1). 
d) Polinomul f = x? + 1 este irductibil în R[X] si reductibil în 
C(X), deoarece f = x? +1 = (X — (X + 0). 
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7. Relatiile lui Viete pentru un polinom de gradul 3 


Fie polinomul f = d + cX + bX? + aX?,a,b,c,d Є К,а + 0 
unde K poate fi unul din corpurile Q, R, C. Dacá x4, x2, x4 sunt 
rádácinile polinomului f , atunci avem: 


b 
о оа. 


C 
X1X2 t X1X3 + X2X3 = —. 
a 


d 
X1X2X3 — — 
Exemplu. Pentru ecuaţia x? — 2x? + 3x — 6 = 0, relaţiile 
lui Viete sunt: 
X4 T X;TX4-2 
X4X2 + X1X3 + X2X34 = 3. 
X4X2X3 = 6 


8. Relatiile lui Viete pentru un polinom de gradul 4 
Fie polinomul f = e + dX + cX? + bX? + aX*,a,b,c,d,e € 


€ К, а = 0, unde K poate fi unul din corpurile Q, R, C. Dacă 
X1, X2, X3, X4 sunt rádácinile polinomului f , atunci avem: 


b 
KITE Ta hd m 


C 
X1X2 t X1X3 + X1X4 t X2X3 + Хэ Xa + X3X4 = — 
a 
X1X2X3 t X1X2X4 t X1X3X4 + X2X3X4 — —— 
a 
e 
X4X2X3X4 = — 
1424344 a 


Exemplu. Pentru ecuaţia 2x4 — x? + 4x? — 6x — 16 = 0, 
relatiile lui Viete sunt: 
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Ху + Xz + X3 + X4 73 
X1X2 + X1X3 + X4X4 + X2X3 + X2X4 + X3X4 = 2 
X1X2X3 t X1X2X4 t X1X3X4 t X2X3X4 — 3 
X1X2X3X4 = —8 
Aplicatii 
1. Un polinom împărţit cu x — 1, x+ 1, x + 4 dá resturile 15, 7, 
-80. Să se afle restul împărțirii  polinomului prin 
(х= 1)(х + 1)(х + 4). 
Solutie. P(x) = (х—1)(х + D(x + 4): С(х) + ax *bx4c 
Р1)=а+Ь+с=15;Р(—1)=а-Ь+с=7; 
P(—4) 216a — 4b + c = —80. Se rezolvă sistemul. 
2. Sá se determine ає В şi să se rezolve ecuaţia 
x + 2x7 +ax-6=0 ştiind că între rădăcinile x1, X2, X3 ale 
acestora există relaţia x4 = x2 + ^з. 


Solutie. a) Avem relațiile lui Viete: 


Х1 + X2 t X3 — —2 

X1X2 t X2X3 + X1X3 = а 

X1X2X3 = 6 
şi relaţia suplimentară: x, = x2 + хз. Înlocuind în prima relaţie 
obținem: 2x, = —2 xı = —1 şi x; +x, = —1. Din ultima 
relaţie xx, = —6. Relaţia a doua se scrie: x, (x2 + хз) + x2x4 = 


= a> (—1)(—-1)- 6 =a >a = —5. 


3. Se consideră ecuația x? + x? +x +a = 0,a E R cu 
rădăcinile x1, x2, X3. Sá se arate că oricare ar fi a € R, între 
rădăcinile ecuației există relația: 

ху + Xz Xa = x? + x2 + х2, 
Solutie. Conform relațiilor lui Viete avem: 
Ху + X2 + X3 = —1, x1X2 + X2X3 + X1X3 = 1 > 
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— x2 + x2 + x2 = (x1 + Xa + x4)? — 2(x1X2 + xix + ХүХхз) = 
=1—2=—1= Ху X2 + X3. 


4. Să se arate că polinomul Р(х) = x"*! — (n + 1)х + n se 
divide cu Q(x) = (x — 1)2. 

Solutie. Evident P(1) = 1 — (n + 1) +n = 0, de unde 
rezultá cá P(x) se divide cu x — 1. 
Р(х) = х" —x—nx+ n = х(х" – 1) —n(x— 1) = 
= x(x—-1)(x"!-t-x"?-L..-x-1)—-n(x-1)- 
= (х = 1)(х" + х1 +- +x —n) = (х – DR(), 
unde R(x) = x" + х1 +- + x — n. Avem evident (1) = 0 
si deci R(x) se divide cu x — 1. Rezultá atunci cá Р(х) se divide 
cu (x — 1)2. 


5. Sáse determine a, b € R si sá se rezolve ecuatia: 
x^ — (a + 2)x? — 2x? c bx +1 = 0, 

ştiind cá admite ca rădăcină pe x = 2 — V3. 

Solutie. Dacá ecuatia admite ca rádáciná pe x4 — 2 — УЗ, 
xı +х› = 4$ї ху = (2 — У3)(2+ 43) =4-3 = 1. 
Polinomul de gradul al doilea care are rădăcinile x, si xz este 
x? — 4x + 1. Se împarte polinomul 
x^ — (a + 2)x? — 2x? + bx + 1 la polinomul x? — 4x + 1 şi se 
obtine cátul C(x) = x? + (2 — a)x (5 — 4a) si restul 
R(x) = (b — 15a + 18)x + 4a — 4. Punem conditia ca R(x) — 0 
pentru orice x € R şi rezultă b — 15a + 18 = 0 $1 4a — 4 = 0. 

Rezolvând obţinem: a = 1,b = —3. 
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